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1. Bevezetés és néhany jelolés

Egy adott (2, F) mérheté téren a p : F — [0, 1] halmazfiiggvények koziil a o-additiv
mérték (vagyis a valdsziniiségi mérték) a legjobban kutatott teriiletet teszi ki (1asd Halmos
P.R. [21]). Az utébbi évtizedekben az dn. fuzzy mérték is napvilagot latott, melynek
axiémai sajnos nem egységesek gy mint a hagyomanyos mértéknél azt megszoktuk (ldsd
Sugeno M. és Murofushi T. [38], valamint Dubois D. [19]).

A disszertaciom célja a maximum (szupremum) operator tanulmanyozasa.

a) Megvizsgdljuk a maximum operdtort a o-algebrdkon, azaz tetszéleges o-algebran
definialjuk az in. optimélis mértéket, amely bizonyos feltételeknek eleget tesz.

b) Tanulmanyozzuk a maximum operatort a mérheté fiiggvények halmazan.

A dolgozat hét részbdl all. Az I. fejezet a legfontosabb fogalmak révid bevezetését és
torténeti leirasat tartalmazza. A II. fejezetben definidljuk az un. optimalis mértéket
és megfogalmazzuk a strukturatételt. A I11. fejezet ismerteti egy injektiv leképezés
létezését, amely a mérheté halmazokhoz optimalis mértékek halmazait rendeli. Majd
megadunk egy sziikséges és elégséges feltételt, hogy a leképezés sziirjektiv legyen. A IV.
fejezetben a Lebesgue integralnak megfeleléen bevezetjiik az in. optimalis dtlagot. Ezzel
kapcsolatos tulajdonsagok attekintése utdn a Fubini illetve a Radon-Nikodym tételeknek
a mértékelméletbeli megfeleljét irjuk fel. Az V. fejezetben az optimdlis mérték és az
optimalis atlag felhasznalasaval jellemziink néhany jol ismert konvergencia tételt mint
példaul stabilizal6dd, egy sorozat szerint pontonkénti, egyenletes ill., pontonkénti kon-
vergencia tételt. A V1. fejezetben valdszintliség szamitasi eszkozokkel a konkav ill. kon-
vex Young fliggvényekkel kapcsolatos maximalis egyenlétlenségeket fogalmazunk meg. A
konkav Young fliggvények halmazabdl egy stirti valédi részhalmazt kiilonitiink el és meg-
adjuk a pozitiv fixponttal rendelkezd Osszes konkdv Young fliggvények halmazat. A V1.
fejezetben az optimélis mérték alkalmazasait és egy a konkav Young fliggvények pozitiv
fixpontjaval kapcsolatos algoritmust mutatunk be.

Jelolések:

1.) A maximum, illetve szupremum operatorokra \/ és V jeloléseket hasznaljuk. Ha-
sonléan A és A szimb6lumok a minimumot, illetve az infimumot jeldlik.

2.) Az (92, F) par tetsz6leges mérheté teret jelol, ahol 2 tetszoleges nem-iires halmaz
és F az () halmaz részhalmazainak egy o-algebraja.

3.) P-vel az optimélis mértékek halmazat jeloljik.

4.) P-o az olyan optimalis mértékek halmazat jeloli, melyek véges generald rendszer-
rel rendelkeznek.

5.) P az olyan optimélis mértékek halmazat jeloli, melyek megszamlaléan végtelen
generald rendszerrel rendelkeznek.



2. Az optimalis mérték és a strukturatétel

1. Tézis:

A c-additiv mértékhez (vagy valésziniiségi mértékhez) hasonléan egy az tn.
optimalis mértéket vezetiink be, azaz egy olyan halmazfiiggvényt, mely egy
tetszlleges o-algebrat a [0, 1] intervallumba képezi le. Az optimalis mérték
tulajdonsagai koziil kiemelhet6 a monotonitas és a feliilrol valo folytonossag.
Belattuk, hogy tetszoleges optimalis mértékhez van olyan felbonthatatlan ato-
mok véges vagy megszamlalhatéan végtelen tagii sorozata, mely generalja azt,
vagyis az optimalis mértékek strukturalis tulajdonsaguak.

2.1. Az optimalis mérték: definicid, példak
2.1. Definicié (Agbeko, [5], 1994). A p: F — [0, 1] halmazfiggvényt optimdlis mér-
téknek nevezzik, ha:
2.1. Axzioma. Teljesil ap(Q2) =1 és p (D) =0 azonossdyg.
2.2. Axzioma. Minden B és E mérhetd halmaz esetén a
p(BUE) =p(B)Vp(E)
azonossdg fenndll.

2.3. Axioma. Minden (E,) C F csokkend eseménysorozat esetén

p (ﬂ En> = lim p(E,) = \p(E.),

n=1
azaz a p halmazfigguény feliulrél folytonos.
Megemlitjiik, hogy a kovetkezo tulajdonsag fontosnak bizonyul a késébbiekben.
2.1. Lemma (Agbeko, [5], 1994). Legyen (B,) C F, B, T B ésp egy optimalis mérték.
Akkor
lim p(B,) =p(B).

2.1. Példa (Agbeko, [5], 1994). Legyen (2, F) tetszéleges mérhetd tér, (wy,) C Q tetszd-
leges fix sorozat és (av,) C [0, 1] egy adott szamsorozat, melyre o, | 0. Akkor ap: F —
[0, 1,

p(B) = max{«, : w, € B}, (1)
halmazfigguény eqy optimalis mérték.
Tovdbba, ha Q = [0, 1] és F egy Borel halmazokat tartalmazd o-algebra a [0, 1] folott,
akkor az F-en definidlt barmely optimdlis mérték megadhatd az (1) szerinti alakban.

Megemlitem, hogy a fenti példat Laczkovich Miklés adta.

2.2. Példa (Agbeko, [5], 1994). Legyen (2, F) tetszbleges mérhetd tér és w € § egy
rogzitett elem. Definidljunk egy p, : F — {0, 1} halmazfiggvényt az alabbi mddon:
po(B) =1, haw € B, és p,(B) = 0 egyébként. Akkor a p, halmazfiggvény is egy
optimalis mérték.



2.2. A strukturatétel

2.2. Definicié (Agbeko, [5], 1994). Legyen p egy optimalis mérték. Eqy H,p(H) > 0
mérhetd halmazt p-atomnak neveziink, ha abbol, hogy B € F és B C H kovetkezik, hogy
p(B) =p(H), vagy p(B) = 0.

2.3. Definicié (Agbeko, [5], 1994). Legyen H egy p-atom. Azt mondjuk, hogy a H
atom felbonthatd, ha létezik egy szub-atom (részatom) B C H gy, hogy p(B) =p(H) =
p(H\B). Ha nincs ilyen szub-atom, akkor a H atomot felbonthatatlannak nevezziik.

Struktiaratétel. Legyen az (2, F) mérhetd tér és a p optimdlis mérték tetszdleges. Akkor
létezik paronként diszjunkt felbonthatatlan p-atomok egy

H(p)={H,:neJ}

rendszere, ahol J véges vagy megszamlalhatoan végtelen indexhalmaz ugy, hogy minden
B e F,p(B) >0 esetén

p(B)=max{p(BNH,):neJ}. (2)

Tovdabba, ha a J indexhalmaz megszamlalhatoan végtelen, akkor 0 az egyetlen torloddsi
pontja a
{p(Hy):n€J}

halmaznak, amelyet generdlo rendszernek nevezink.

3. Az optimalis atlag

2. Tézis:

A Lebesgue integral (vagy a varhaté érték) mintijara definidlunk egy nem-
linearis funkciondlt (in. optimaélis dtlagot) nem-negativ mérhetd 1épcsés fiigg-
vények esetén. Eloszor belattuk, hogy ez az atlag nem fiigg a 1épcsos fliggvény
felbontasatol, majd azt, hogy tetszdleges nem-negativ korlatos mérheto6 fiiggvény
esetén a fiiggvény feletti 1épcsos fiiggvények optimalis atlaganak infimuma
megegyezik a fiiggvény alatti nem-negativ 1épcsds fliggvények optimalis atlaganak
szupremumaval. Kiterjesztettiik az optimalis atlagot tetszoleges nem-negativ
mérheto fiiggvényekre és igy megkaptuk a Fubini, illetve Radon-Nikodym
tételek a mértékelméletbeli megfeleldjét.

Legyen
§ = Z bix (B;)
i=1

nem-negativ mérhetd 1épcsés fliggvény, ahol {B; : i =1, ..., n} C F az 2 alaphalmaznak
egy particidja és (€2, F) egy mérheto tér.

Az s 1épcsos fliggvény Lebesgue integraljat és optimalis atlagat az alabbi tablazatban
osszegezziik:



Az s Lebesgue integralja: | Az s optimalis atlaga (Agbeko, [5], 1994)

Sy sdp = S0 b (By) \ sao = Vo ().

3.1. Tétel (Agbeko, [5], 1994). Legyen egy s > 0 lépcsds figguénynek két felbontdsa

dobix(B) b Y ex(C),
i=1 k=1

ahol {B;:i=1,...,n} és {Cx:k=1,...,m} C F az Q alaphalmaz két particidja.
Akkor

\/ bip (B;) = \/ cep (Ck) -
i=1 k=1
3.1. Allitas. Legyen f >0 egy korldtos mérhetd fiigguény. Akkor

sup \ sdp = gzlf‘ \ sdp,
Q Q

s<f

ahol s és s nem-negativ mérheto lépcsds fligguényeket jelol.
3.1. Definicié (Agbeko, [5], 1994). Legyen f egy tetszbleges mérhetd figgvény. Az f

optimdalis dtlagan az

\Jﬂdp:sm>\8@?
Q Q

mennyiséget értjik, ahol a szupremumot azokon az s nem-negativ mérhetd lépcsds fligguénye-
ken wvesszik, melyekre igaz, hogy s < |f|.

Az optimalis mértékek atomos strukturajanak egyik jelentos kovetkezményét az alabbi
két eredményben foglaljuk Ossze:

3.2. Allitas (Agbeko, [6], 1995). Bdrmely f : Q — R nem-negativ mérhetd figguény
minden felbonthatatlan atomon majdnem mindeniitt konstans értéket vesz fel.

3.3. Allitas (Agbeko, [6], 1995). Legyen adott eqgy p € P optimdlis mérték és eqy f
mérheto fiigguény. Akkor

\Ifldp=sup{ \ Ifldpine sy,
Q Hn

ahol H (p) = {H, : n € J} egy p-generdld rendszer.
Tovabbd, ha

Mﬂ@<w
Q

feltétel fenndll, akkor
\1f1dp = sup {ca - p (Ho) i m € T}
Q

ahol ¢, = f (w) majdnem minden w € H,, n € J esetén.



4. A mérheto fuggvényekkel kapcsolatos konvergen-
ciatételek és korlatossag

3. Tézis:

Az optimalis mérték, valamint optimalis atlag felhasznalasaval jellemziink
szamos jol ismert konvergenciatételt a mérheto fiiggvénysorozatok esetén:
a stabilizdlédé (discrete), egy sorozat szerint pontonkénti (equally), egyen-
letes (uniform), valamint a pontonkénti (pointwise) konvergenciatételeket.
Kitériink a mérheto fiiggvénysorozatok kiilonféle korlatossaganak jellemzésére
is az optimalis atlag alkalmazasaval.

4.1. Definicié (Csaszar A. és Laczkovich M., [16]-[18]). Legyen X egy tetszdleges
nem-iires halmaz. Azt mondjuk, hogy az X -en definidlt (hy,) valds értéki figguénysorozat
konvergdl egy h wvalos értéki fugguényhez:

a) 7 stabilizaloddan” , ha minden x € X esetén létezik olyan ng (x) egy kiszdb index, hogy

ha n > ng (z);
b) " egy sorozat szerint pontonként” , ha van egy olyan (by,) pozitiv nulldhoz tartdé szamsorozat
és tetszdleges x € X elemhez van olyan ng (x) kiiszéb indez, hogy

| () = h ()] < b,
ha n > ng ().

4.1. Tétel (Agbeko, [7], 2000). Legyenek adottak f és f, (n € N) mérhetd fiiggvények.
Ahhoz, hogy az (f,) figgvénysorozat egyenletesen tartson f-hez, szikséges és elégséges
feltétel, hogy a (z,) fiigguvénysorozat a nulldhoz tartson egyenletesen a Ps, halmazon, ahol

(@)= \Ifo— fldp.
Q

neN,pe Py

4.2. Tétel (Agbeko, [7], 2000). Legyenek adottak f és f, (n € N) mérhetd figgvények.
Ahhoz, hogy az (f,) figguénysorozat pontonként (stabilizdlodéan, egy-sorozat szerint pon-
tonként) tartson f-hez, szikséges és elégséges feltétel, hogy a (z,) figguénysorozat pon-
tonként (stabilizdlodéan, egy-sorozat szerint pontonként) konvergdljon 0-hoz a P hal-
mazon, ahol

Zn (p) = \’fn - f’ dp,
Q

neN, peP.



5. A valészinliségszamitasi eszkozokkel kapcsolatos
maximalis egyenlotlenségek

4. Tézis:

Attekintjﬁk a konkav (konvex) Young fiiggvényekkel kapcsolatos maximalis
egyenlotlenségeket valdsziniiségszamitasi eszkozokkel. Elkiilonitjik az Yo
konkav Young fiiggvények halmazanak egy 2 részhalmazat, mely a kompoziciora
zart. Megadunk az )., halmazon egy olyan metrikat, mely szerint az 2
részhalmaz siri az ),.,,.. halmazban. Megadjuk a pozitiv fixponttal rendel-
kez6 Osszes konkav Young fliggvények halmazat.

5.1. Szubmartingalokkal kapcsolatos maximalis egyenlotlenségek

5.1. Definicié. A ® : R, — R, fiiggvényt konkav Young fliggvénynek nevezziik, ha
minden x > 0 esetén

ahol ®(0) = 0 és ¢ : (0, 00) — (0, 00) csokkend, jobbrdl folytonos figgvény, mely in-
tegralhaté minden véges (0, x) intervallumon. Tovdbbd feltessziik, hogy ® (00) = co. Az
osszes ilyen konkdv Young figgvények halmazdt az Veone-cal jeloljuik.

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ® konkdv Young figguény teljesiti a mazimdlis
egyenldtlenséget, ha létezik olyan Ko > 0 (csak ®-tdl figgd) konstans, hogy minden
(Xn, Fn), n € N nem-negativ szubmartingdl esetén az

E® (X)) < Ko (1+ EX,) (3)

X
1

egyenldtlenség teljesil minden n € N-re, ahol X =
k

n

5.1. Tétel (Agbeko, [3], 1989). Legyen ® egy konkdv Young figguény. Ahhoz, hogy
a ® figguény teljesitse a fenti maximadlis egyenlitlenséget sziikséges és elégséges feltétel,

hogy
Ag = / @dt < 00. (4)
1

5.2. Konkav Young figgvények fixpontjarol

Fixpontrdl az elsé tanulmény az 1912-ben jelentet meg Brouwertdl (ldsd [14]).

5.2. Tétel (Brouwer, [14]). Ha D" egqy zdrt egységsugari gomb, akkor minden f :
D" — D™ folytonos fiigguény esetén, van olyan x pont D™-ben, hogy x = f (x).

A fixponttételnek kiillonbozé formaja van. Mindegyikre nem szandékozom kitérni; egy
ilyen tétel példaul a kontrakciés elven alapuld fixponttétel. Megemlitem Mészaros J.



kollégamnak egy nagyon szép dolgozatat, ahol kiilonboz6 kontrakcios elveket kotott ossze
27].

Brouwer tételének egy igen elegéns illusztracidja a kovetkezd (lasd
http://www.marginalrevolution.com/marginalrevolution/2004 /08 /kakutani_is_at_.html).

"Egy reggel, pontosan a napkeltekor, egy Buddhista szerzetes tutnak indult egy kis
csillogé templomba, mely egy hegy cstuicsan talalhaté. Egy keskeny 6svény kigyozva ve-
zet a hegy mentén a templomhoz. A szerzetes valtozd sebességgel ment fel, tobbszor is
megallt pihenni és enni. Kicsivel a napnyugta elott elérte a templomot. Tobb napos
bojtolés és meditacié utan szintén a napkeltekor visszafelé indult ugyanazon az osvényen,
megint valtozé sebességgel haladt sok pihenéssel. Az atlagsebessége lefelé természetesen
nagyobb mint, amikor felment. Kérdés, hogy van-e az it mentén olyan pont, ahova azonos
idépontban ér el mindkét iranybdl?”

A feladatnak intuitiv megoldasa a kovetkezo: ”Képzeljink el két szerzetest, egyik a
templombdl lefelé, a masik a kolostorbdl felfelé indul el ugyazon a napon és a napkeltekor.
Biztosan van olyan pont ahol talalkoznak.”

A Brouwer-féle fixpont tétel garantalja egy ilyen pont létezését.

5.3. Tétel (Agbeko, [11], 2008). Legyen ® € Veone tetszdleges fiigguény. Ahhoz, hogy
létezzen egy olyan s > 0 szdm, melyre ¢ (s) < 1 fenndll sziikséges és elégséges feltétel,
hogy a ® fiigguény rendelkezzen egy fizponttal, azaz x = ® (x) fenndlljon valamilyen x > 0
szam esetén.

5.1. Allitas (Agbeko, [11], 2008). Legyen ® € V.one tetszdleges figgvény. Ha xo €
(0, 0) egy olyan szdm, hogy ® (x¢) = xq, akkor ¢ (xg) < 1.

6. Alkalmazasok

6.1. Az optimalis mérték adatokbdl valé6 meghatarozasa

6.1.1. El6zmények

A fuzzy halmazelméletben problémaként meriilt fel, hogy hogyan lehet meghatarozni em-
pirikusan a fuzzy mértéket. Wang Z., Leung K.S. és Wang J. (valamint sokan mésok)
javasoltak a Sugeno-féle integral hasznalatat erre a célra (lasd [40]). A Sugeno integralt
ugyis lehet tekinteni mint tobb-bemend és egy kimené rendszernek. A bemenet egy
(f(w1), ..., f(wn)) vektor és a kimenet

E = (S)/fdu:sup{&/\p(Fa):ae 0, 1]},

ahol f egy ismeretlen mérheté fiiggvény, p egy ismeretlen fuzzy mérték az (€2, F) mérhetd
téren és I, :={w e Q: f(w) > a}.
Megfigyeljiik k-szor az (f (w1), ..., f (w,)) rendszert, melynek eredménye:



fl(wl) fl(w2) fl(wn) Ey
fz(wl) f2(w2) fz(wn) Ey

fow) filwn) o filwn) | B

és keresstink azt a p kozelit fuzzy mértéket, melyre E; = (S) / fidp, (i =1,..., k),

i \/ S (5 [ran) o)
kifejezést.

Megemlitem, hogy a fenti (5) miniméal feladatot az tn. genetikus algoritmus fel-
hasznéldsdval oldottdk meg, amelynek tobb inputja és egy outputja van [25].

és amely minimalizalja az

6.1.2. Az optimalis mérték adatokbdl valé meghatarozasa

A Wang Z. és tarsainak dolgozata mintdjara fogalmazzuk meg az aldbbi problémat:

1. Probléma. Legyen (Q, F) egy mérhetd tér, ahol Q = {1, ..., n} és F = 2%, azaz

F az Q alaphalmaznak hatvanyhalmaza. Tekintsik o By = {1}, ..., B, := {n} egye-
lemd halamzokat és legyen f : Q — [0, 00) egy mérhetd fiigguény, melynek értékkészlete
csak elméleti értéket tartalmaz. Megfigyeljiik k-szor az f (1), ..., f (k) elméleti értékeket,

melynek eredménye:

By By B,
Q) AE@) ] )| @1
L) | f2(2)] ... ] fa(n) | Q2

fkkl) fka) fk'(n) Qk

1 n

(lhOlQi:— fij; fU:fl(j)7 (]:1,,71,1:1,,]{?)
n
j=1

A kérdés az, hogy a k szdmu 7 minta” kozil, mely tekinthetd a legjobbnak a mintadtlag
szempontjabol?

Ennek a problémanak megoldasara javaslom, hogy keressiink egy p elméleti optimalis

mértéket, melyre fenndll @Q); =~ \ fidp, i =1, ..., k), Ggy, hogy
Q

err = ijleﬂ = 25:1 Qi — \fidp (6)
Q



minimalis legyen. Nyilvanvaléan a fent emlitett elméleti optimalis mérték kozelitését csak
szimulaciéval lehet meghatarozni. Legyen p, az az optimalis mérték, mely minimalizélja
az (6) kifejezést. Konnyen be lehet latni, hogy

k

\/ Qi — \fidp* <err.
Q

=1

Legyen iy az az index, mely esetén a maximum elérhet6 volt, azaz

Qip — \fiodp* = \k/ Qi — \fz‘dp* .
Q =1 Q

Ekkor azt mondhatjuk, hogy a p, optimalis mérték mellett az ig-adik minta a legjobb a
mintaatlag szempontjabol.

Megemlitem, hogy a statisztikai mezok alaphalmaza altalaban nem szamértékekbdl
vagy szamvektorokbdl all. Ezért fogalmazzuk meg az alabbi dltaldnos problémat. Majd
ramutatjuk, hogyan lehet az els6 probléméanak megoldasat felhasznalni az altalanos problé-
ma megoldasara.

2. Probléma. Legyen (X, S) egy tetszéleges mérhetd tér és a Dy, ..., D, halmazok
az X halmaz eqy particicjat alkotjdk. Tekintsik a h : X — [0, 00) egy valdsziniiségi
valtozo. Megfigyeljik k-szor a h elméleti fugguényt a D+, ..., D, particion. A megfigyelés
eredménye:

Dy | Dy |...| D,

hir | hig | oo | hin | Q1

hot | haa | ... | hon | Q2

hia | hia | oo | Pin | Qg

ahol hi; a h figguény megfigyelt értéke az i-edik kisérletnél a D; halmazon, i =
1 n
) y K3 J ) , I, €S Q TL]Z_; J ?

A kérdés az, hogy a k szami " minta” kozil, mely tekintheté a legjobbnak a mintadtlag
szempontjabol?

A 2. problémat az elsére vezetjiik vissza az alabbi mdédon:

Vegyiik az Sy := o (D1, ..., D,)a Dy, ..., D, partici6 altal generdlt véges o-algebrat.
Nyilvanvalo, hogy a h fliggvény Sp-mérhet6 és legalabb egy bijekcid 1étesitheto az Sy és a
2 halmazok kozott, ahol = {1, ..., n}. Ezutdn tekintiink egy f : Q2 — [0, 0o) mérhetd
figgvényt, melynek megfigyelt értékei: f; (j) :==hy, i =1,..., k; j=1, ..., n. Innentdl
ugy jarunk el mint az els6 problémanal lattuk.



A7 ELSO PROBLEMAT MEGOLDO ALGORITMUS

Step 0.

Input: n positive integer
Q={1,...,n}
k x n matrix F = [f(z,j)]:bjkzl
n-dimensional vector @)
error bound &

B, ={j},j=1.n

X = the power set of {2 whose elements should be indexed kk =1..

Generate the set o of all permutations of {1, ..., n}.

Step 1.

Generate a decreasing sequence a(j) € (0, 1], with a(1) = 1.

Step 2.

For any permutation {ny, ..., n,} € o
Put p(B;) = a(n;), for j=1, ..., n
Compute the optimal average: A(i) = max{f(i,j) *p(B;):j=1..n}

2
Compute the corresponding error: err = \/<Z;‘:1 Qi) — A(z)))

Step 3.

If err < e for some permutation do

Find the index iy such that |Q(ig) — A(ip)| = max{|Q(i) — A(¢)| : i = 1...k}
Determine p (B) = max {a(n;) : j € B}, for each B € X

Else GOTO Step 1

Step 4.

The outputs
1.) Best sample: f (ig, 1), ..., f (io, n)
2.) The approximated optimal measure:

2 [ p(B)
{} =02 0
B, p(B1)

10
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6.2. A kontrakcios fok és a pozitiv fixpont keresésének algorit-
musa

Step 1. Input @ (z), cc > 0.
Step 2. Compute the derivative ¢ (x) of ® (z)

Step 3. Starting from cc find an approximation root for
equation ¢ (z) —1 = 0 and put the result into c.

Step 4. If ¢ =0 then STOP.
else do

Step 5. Starting from c apply the FixedPoint algorithm, i.e.
xo:=¢; T =P (ay); k=k+ 1L

11
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