
Miskolci Egyetem Doktori (PhD) Tézisfüzetei

GÉPÉSZMÉRNÖKI ÉS INFORMATIKAI KAR

A maximum operátor szerepe a
mérhetőségelméletben és néhány

alkalmazás

PhD értekezés

Készítette:
Agbeko Kwami Nutefe

okleveles matematikus

Hatvany József Informatikai Tudományok Doktori Iskola

Doktori iskola vezető:
Prof. Dr. Tóth Tibor

A műszaki tudomány doktora

Tudományos vezető:
Vadászné Bognár Gabriella dr. habil

A matematikai tudomány kandidátusa

Miskolc, 2009



1. Bevezetés és néhány jelölés

Egy adott (Ω, F) mérhető téren a µ : F → [0, 1] halmazfüggvények közül a σ-addit́ıv
mérték (vagyis a valósźınűségi mérték) a legjobban kutatott területet teszi ki (lásd Halmos
P.R. [21]). Az utóbbi évtizedekben az ún. fuzzy mérték is napvilágot látott, melynek
axiómái sajnos nem egységesek úgy mint a hagyományos mértéknél azt megszoktuk (lásd
Sugeno M. és Murofushi T. [38], valamint Dubois D. [19]).

A disszertációm célja a maximum (szupremum) operátor tanulmányozása.
a) Megvizsgáljuk a maximum operátort a σ-algebrákon, azaz tetszőleges σ-algebrán

definiáljuk az ún. optimális mértéket, amely bizonyos feltételeknek eleget tesz.
b) Tanulmányozzuk a maximum operátort a mérhető függvények halmazán.
A dolgozat hét részből áll. Az I. fejezet a legfontosabb fogalmak rövid bevezetését és

történeti léırását tartalmazza. A II. fejezetben definiáljuk az ún. optimális mértéket
és megfogalmazzuk a struktúratételt. A III. fejezet ismerteti egy injekt́ıv leképezés
létezését, amely a mérhető halmazokhoz optimális mértékek halmazait rendeli. Majd
megadunk egy szükséges és elégséges feltételt, hogy a leképezés szürjekt́ıv legyen. A IV.
fejezetben a Lebesgue integrálnak megfelelően bevezetjük az ún. optimális átlagot. Ezzel
kapcsolatos tulajdonságok áttekintése után a Fubini illetve a Radon-Nikodym tételeknek
a mértékelméletbeli megfelelőjét ı́rjuk fel. Az V. fejezetben az optimális mérték és az
optimális átlag felhasználásával jellemzünk néhány jól ismert konvergencia tételt mint
például stabilizálódó, egy sorozat szerint pontonkénti, egyenletes ill., pontonkénti kon-
vergencia tételt. A V I. fejezetben valósźınűség számı́tási eszközökkel a konkáv ill. kon-
vex Young függvényekkel kapcsolatos maximális egyenlőtlenségeket fogalmazunk meg. A
konkáv Young függvények halmazából egy sűrű valódi részhalmazt külöńıtünk el és meg-
adjuk a pozit́ıv fixponttal rendelkező összes konkáv Young függvények halmazát. A V II.
fejezetben az optimális mérték alkalmazásait és egy a konkáv Young függvények pozit́ıv
fixpontjával kapcsolatos algoritmust mutatunk be.

Jelölések:

1.) A maximum, illetve szupremum operátorokra
∨

és ∨ jelöléseket használjuk. Ha-
sonlóan

∧
és ∧ szimbólumok a minimumot, illetve az infimumot jelölik.

2.) Az (Ω, F) pár tetszőleges mérhető teret jelöl, ahol Ω tetszőleges nem-üres halmaz
és F az Ω halmaz részhalmazainak egy σ-algebrája.

3.) P-vel az optimális mértékek halmazát jelöljük.
4.) P<∞ az olyan optimális mértékek halmazát jelöli, melyek véges generáló rendszer-

rel rendelkeznek.
5.) P∞ az olyan optimális mértékek halmazát jelöli, melyek megszámlálóan végtelen

generáló rendszerrel rendelkeznek.
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2. Az optimális mérték és a struktúratétel

1. Tézis:

A σ-addit́ıv mértékhez (vagy valósźınűségi mértékhez) hasonlóan egy az ún.
optimális mértéket vezetünk be, azaz egy olyan halmazfüggvényt, mely egy
tetszőleges σ-algebrát a [0, 1] intervallumba képezi le. Az optimális mérték
tulajdonságai közül kiemelhető a monotonitás és a felülről való folytonosság.
Beláttuk, hogy tetszőleges optimális mértékhez van olyan felbonthatatlan ato-
mok véges vagy megszámlálhatóan végtelen tagú sorozata, mely generálja azt,
vagyis az optimális mértékek strukturális tulajdonságúak.

2.1. Az optimális mérték: defińıció, példák

2.1. Defińıció (Agbeko, [5], 1994). A p : F → [0, 1] halmazfüggvényt optimális mér-
téknek nevezzük, ha:

2.1. Axióma. Teljesül a p (Ω) = 1 és p (∅) = 0 azonosság.

2.2. Axióma. Minden B és E mérhető halmaz esetén a

p (B ∪ E) = p (B) ∨ p (E)

azonosság fennáll.

2.3. Axióma. Minden (En) ⊂ F csökkenő eseménysorozat esetén

p

( ∞⋂
n=1

En

)
= lim

n→∞
p (En) =

∞∧
n=1

p (En) ,

azaz a p halmazfüggvény felülről folytonos.

Megemĺıtjük, hogy a következő tulajdonság fontosnak bizonyul a későbbiekben.

2.1. Lemma (Agbeko, [5], 1994). Legyen (Bn) ⊂ F , Bn ↑ B és p egy optimális mérték.
Akkor

lim
n→∞

p (Bn) = p (B) .

2.1. Példa (Agbeko, [5], 1994). Legyen (Ω, F) tetszőleges mérhető tér, (ωn) ⊂ Ω tetsző-
leges fix sorozat és (αn) ⊂ [0, 1] egy adott számsorozat, melyre αn ↓ 0. Akkor a p : F →
[0, 1],

p (B) = max {αn : ωn ∈ B} , (1)

halmazfüggvény egy optimális mérték.
Továbbá, ha Ω = [0, 1] és F egy Borel halmazokat tartalmazó σ-algebra a [0, 1] fölött,
akkor az F-en definiált bármely optimális mérték megadható az (1) szerinti alakban.

Megemĺıtem, hogy a fenti példát Laczkovich Miklós adta.

2.2. Példa (Agbeko, [5], 1994). Legyen (Ω, F) tetszőleges mérhető tér és ω ∈ Ω egy
rögźıtett elem. Definiáljunk egy pω : F → {0, 1} halmazfüggvényt az alábbi módon:
pω (B) = 1, ha ω ∈ B, és pω (B) = 0 egyébként. Akkor a pω halmazfüggvény is egy
optimális mérték.
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2.2. A struktúratétel

2.2. Defińıció (Agbeko, [5], 1994). Legyen p egy optimális mérték. Egy H, p (H) > 0
mérhető halmazt p-atomnak nevezünk, ha abból, hogy B ∈ F és B ⊂ H következik, hogy
p (B) = p (H), vagy p (B) = 0.

2.3. Defińıció (Agbeko, [5], 1994). Legyen H egy p-atom. Azt mondjuk, hogy a H
atom felbontható, ha létezik egy szub-atom (részatom) B ⊂ H úgy, hogy p (B) = p (H) =
p (H\B). Ha nincs ilyen szub-atom, akkor a H atomot felbonthatatlannak nevezzük.

Struktúratétel. Legyen az (Ω, F) mérhető tér és a p optimális mérték tetszőleges. Akkor
létezik páronként diszjunkt felbonthatatlan p-atomok egy

H (p) = {Hn : n ∈ J}
rendszere, ahol J véges vagy megszámlálhatóan végtelen indexhalmaz úgy, hogy minden

B ∈ F , p (B) > 0 esetén

p (B) = max {p (B ∩Hn) : n ∈ J} . (2)

Továbbá, ha a J indexhalmaz megszámlálhatóan végtelen, akkor 0 az egyetlen torlódási
pontja a

{p (Hn) : n ∈ J}
halmaznak, amelyet generáló rendszernek nevezünk.

3. Az optimális átlag

2. Tézis:

A Lebesgue integrál (vagy a várható érték) mintájára definiálunk egy nem-
lineáris funkcionált (ún. optimális átlagot) nem-negat́ıv mérhető lépcsős függ-
vények esetén. Először beláttuk, hogy ez az átlag nem függ a lépcsős függvény
felbontásától, majd azt, hogy tetszőleges nem-negat́ıv korlátos mérhető függvény
esetén a függvény feletti lépcsős függvények optimális átlagának infimuma
megegyezik a függvény alatti nem-negat́ıv lépcsős függvények optimális átlagának
szupremumával. Kiterjesztettük az optimális átlagot tetszőleges nem-negat́ıv
mérhető függvényekre és ı́gy megkaptuk a Fubini, illetve Radon-Nikodym
tételek a mértékelméletbeli megfelelőjét.

Legyen

s =
n∑

i=1

biχ (Bi)

nem-negat́ıv mérhető lépcsős függvény, ahol {Bi : i = 1, . . . , n} ⊂ F az Ω alaphalmaznak
egy part́ıciója és (Ω, F) egy mérhető tér.

Az s lépcsős függvény Lebesgue integrálját és optimális átlagát az alábbi táblázatban
összegezzük:
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Az s Lebesgue integrálja: Az s optimális átlaga (Agbeko, [5], 1994)
∫
Ω

sdµ :=
∑n

k=1 bkµ (Bk)

\
Ω

sdp :=
n∨

i=1

bip (Bi) ,

3.1. Tétel (Agbeko, [5], 1994). Legyen egy s ≥ 0 lépcsős függvénynek két felbontása
n∑

i=1

biχ (Bi) és
m∑

k=1

ckχ (Ck) ,

ahol {Bi : i = 1, . . . , n} és {Ck : k = 1, . . . , m} ⊂ F az Ω alaphalmaz két part́ıciója.
Akkor

n∨
i=1

bip (Bi) =
m∨

k=1

ckp (Ck) .

3.1. Álĺıtás. Legyen f ≥ 0 egy korlátos mérhető függvény. Akkor

sup
s≤f

\
Ω

sdp = inf
s≥f

\
Ω

sdp,

ahol s és s nem-negat́ıv mérhető lépcsős függvényeket jelöl.

3.1. Defińıció (Agbeko, [5], 1994). Legyen f egy tetszőleges mérhető függvény. Az f
optimális átlagán az \

Ω

|f | dp = sup

\
Ω

sdp

mennyiséget értjük, ahol a szupremumot azokon az s nem-negat́ıv mérhető lépcsős függvénye-
ken vesszük, melyekre igaz, hogy s ≤ |f |.

Az optimális mértékek atomos struktúrájának egyik jelentős következményét az alábbi
két eredményben foglaljuk össze:

3.2. Álĺıtás (Agbeko, [6], 1995). Bármely f : Ω → R nem-negat́ıv mérhető függvény
minden felbonthatatlan atomon majdnem mindenütt konstans értéket vesz fel.

3.3. Álĺıtás (Agbeko, [6], 1995). Legyen adott egy p ∈ P optimális mérték és egy f
mérhető függvény. Akkor \

Ω

|f | dp = sup




\
Hn

|f | dp : n ∈ J



 ,

ahol H (p) = {Hn : n ∈ J} egy p-generáló rendszer.
Továbbá, ha \

Ω

|f | dp < ∞

feltétel fennáll, akkor \
Ω

|f | dp = sup {cn · p (Hn) : n ∈ J} ,

ahol cn = f (ω) majdnem minden ω ∈ Hn, n ∈ J esetén.
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4. A mérhető függvényekkel kapcsolatos konvergen-

ciatételek és korlátosság

3. Tézis:

Az optimális mérték, valamint optimális átlag felhasználásával jellemzünk
számos jól ismert konvergenciatételt a mérhető függvénysorozatok esetén:
a stabilizálódó (discrete), egy sorozat szerint pontonkénti (equally), egyen-
letes (uniform), valamint a pontonkénti (pointwise) konvergenciatételeket.
Kitérünk a mérhető függvénysorozatok különféle korlátosságának jellemzésére
is az optimális átlag alkalmazásával.

4.1. Defińıció (Császár Á. és Laczkovich M., [16]-[18]). Legyen X egy tetszőleges
nem-üres halmaz. Azt mondjuk, hogy az X-en definiált (hn) valós értékű függvénysorozat
konvergál egy h valós értékű függvényhez:
a) ”stabilizálódóan”, ha minden x ∈ X esetén létezik olyan n0 (x) egy küszöb index, hogy

hn (x) = h (x) ,

ha n > n0 (x);
b) ”egy sorozat szerint pontonként”, ha van egy olyan (bn) pozit́ıv nullához tartó számsorozat
és tetszőleges x ∈ X elemhez van olyan n0 (x) küszöb index, hogy

|hn (x)− h (x)| < bn,

ha n > n0 (x).

4.1. Tétel (Agbeko, [7], 2000). Legyenek adottak f és fn (n ∈ N) mérhető függvények.
Ahhoz, hogy az (fn) függvénysorozat egyenletesen tartson f -hez, szükséges és elégséges
feltétel, hogy a (zn) függvénysorozat a nullához tartson egyenletesen a P∞ halmazon, ahol

zn (p) =

\
Ω

|fn − f | dp,

n ∈ N, p ∈ P∞.

4.2. Tétel (Agbeko, [7], 2000). Legyenek adottak f és fn (n ∈ N) mérhető függvények.
Ahhoz, hogy az (fn) függvénysorozat pontonként (stabilizálódóan, egy-sorozat szerint pon-
tonként) tartson f -hez, szükséges és elégséges feltétel, hogy a (zn) függvénysorozat pon-
tonként (stabilizálódóan, egy-sorozat szerint pontonként) konvergáljon 0-hoz a P<∞ hal-
mazon, ahol

zn (p) =

\
Ω

|fn − f | dp,

n ∈ N, p ∈ P<∞.
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5. A valósźınűségszámı́tási eszközökkel kapcsolatos

maximális egyenlőtlenségek

4. Tézis:

Áttekintjük a konkáv (konvex) Young függvényekkel kapcsolatos maximális
egyenlőtlenségeket valósźınűségszámı́tási eszközökkel. Elkülöńıtjük az Yconc

konkáv Young függvények halmazának egy A részhalmazát, mely a kompoźıcióra
zárt. Megadunk az Yconc halmazon egy olyan metrikát, mely szerint az A

részhalmaz sűrű az Yconc halmazban. Megadjuk a pozit́ıv fixponttal rendel-
kező összes konkáv Young függvények halmazát.

5.1. Szubmartingálokkal kapcsolatos maximális egyenlőtlenségek

5.1. Defińıció. A Φ : R+ → R+ függvényt konkáv Young függvénynek nevezzük, ha
minden x ≥ 0 esetén

Φ (x) =

∫ x

0

ϕ (t) dt,

ahol Φ (0) = 0 és ϕ : (0, ∞) → (0, ∞) csökkenő, jobbról folytonos függvény, mely in-
tegrálható minden véges (0, x) intervallumon. Továbbá feltesszük, hogy Φ (∞) = ∞. Az
összes ilyen konkáv Young függvények halmazát az Yconc-cal jelöljük.

5.2. Defińıció. Azt mondjuk, hogy a Φ konkáv Young függvény teljeśıti a maximális
egyenlőtlenséget, ha létezik olyan KΦ > 0 (csak Φ-től függő) konstans, hogy minden
(Xn, Fn), n ∈ N nem-negat́ıv szubmartingál esetén az

EΦ (X∗
n) ≤ KΦ (1 + EXn) (3)

egyenlőtlenség teljesül minden n ∈ N-re, ahol X∗
n =

n∨
k=1

Xk.

5.1. Tétel (Agbeko, [3], 1989). Legyen Φ egy konkáv Young függvény. Ahhoz, hogy
a Φ függvény teljeśıtse a fenti maximális egyenlőtlenséget szükséges és elégséges feltétel,
hogy

AΦ :=

∫ ∞

1

ϕ (t)

t
dt < ∞. (4)

5.2. Konkáv Young függvények fixpontjáról

Fixpontról az első tanulmány az 1912-ben jelentet meg Brouwertól (lásd [14]).

5.2. Tétel (Brouwer, [14]). Ha Dn egy zárt egységsugarú gömb, akkor minden f :
Dn → Dn folytonos függvény esetén, van olyan x pont Dn-ben, hogy x = f (x).

A fixponttételnek különböző formája van. Mindegyikre nem szándékozom kitérni; egy
ilyen tétel például a kontrakciós elven alapuló fixponttétel. Megemĺıtem Mészáros J.
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kollégámnak egy nagyon szép dolgozatát, ahol különböző kontrakciós elveket kötött össze
[27].

Brouwer tételének egy igen elegáns illusztrációja a következő (lásd
http://www.marginalrevolution.com/marginalrevolution/2004/08/kakutani is at .html).

”Egy reggel, pontosan a napkeltekor, egy Buddhista szerzetes útnak indult egy kis
csillogó templomba, mely egy hegy csúcsán található. Egy keskeny ösvény ḱıgyózva ve-
zet a hegy mentén a templomhoz. A szerzetes változó sebességgel ment fel, többször is
megállt pihenni és enni. Kicsivel a napnyugta előtt elérte a templomot. Több napos
böjtölés és meditáció után szintén a napkeltekor visszafelé indult ugyanazon az ösvényen,
megint változó sebességgel haladt sok pihenéssel. Az átlagsebessége lefelé természetesen
nagyobb mint, amikor felment. Kérdés, hogy van-e az út mentén olyan pont, ahová azonos
időpontban ér el mindkét irányból?”

A feladatnak intuit́ıv megoldása a következő: ”Képzeljünk el két szerzetest, egyik a
templomból lefelé, a másik a kolostorból felfelé indul el ugyazon a napon és a napkeltekor.
Biztosan van olyan pont ahol találkoznak.”

A Brouwer-féle fixpont tétel garantálja egy ilyen pont létezését.

5.3. Tétel (Agbeko, [11], 2008). Legyen Φ ∈ Yconc tetszőleges függvény. Ahhoz, hogy
létezzen egy olyan s > 0 szám, melyre ϕ (s) < 1 fennáll szükséges és elégséges feltétel,
hogy a Φ függvény rendelkezzen egy fixponttal, azaz x = Φ (x) fennálljon valamilyen x > 0
szám esetén.

5.1. Álĺıtás (Agbeko, [11], 2008). Legyen Φ ∈ Yconc tetszőleges függvény. Ha x0 ∈
(0, ∞) egy olyan szám, hogy Φ (x0) = x0, akkor ϕ (x0) < 1.

6. Alkalmazások

6.1. Az optimális mérték adatokból való meghatározása

6.1.1. Előzmények

A fuzzy halmazelméletben problémaként merült fel, hogy hogyan lehet meghatározni em-
pirikusan a fuzzy mértéket. Wang Z., Leung K.S. és Wang J. (valamint sokan mások)
javasolták a Sugeno-féle integrál használatát erre a célra (lásd [40]). A Sugeno integrált
úgyis lehet tekinteni mint több-bemenő és egy kimenő rendszernek. A bemenet egy
(f (ω1) , . . . , f (ωn)) vektor és a kimenet

E := (S)

∫
fdµ = sup {α ∧ µ (Fα) : α ∈ [0, 1]} ,

ahol f egy ismeretlen mérhető függvény, µ egy ismeretlen fuzzy mérték az (Ω, F) mérhető
téren és Fα := {ω ∈ Ω : f (ω) ≥ α}.

Megfigyeljük k-szor az (f (ω1) , . . . , f (ωn)) rendszert, melynek eredménye:
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f1 (ω1) f1 (ω2) . . . f1 (ωn) E1

f2 (ω1) f2 (ω2) . . . f2 (ωn) E2
...

...
...

...
fk (ω1) fk (ω2) . . . fk (ωn) Ek

és keressünk azt a µ közeĺıtő fuzzy mértéket, melyre Ei = (S)

∫
fidµ, (i = 1, . . . , k),

és amely minimálizálja az

e :=

√
∑k

i=1

(
Ei − (S)

∫
fidµ

)2

(5)

kifejezést.
Megemĺıtem, hogy a fenti (5) minimál feladatot az ún. genetikus algoritmus fel-

használásával oldották meg, amelynek több inputja és egy outputja van [25].

6.1.2. Az optimális mérték adatokból való meghatározása

A Wang Z. és társainak dolgozata mintájára fogalmazzuk meg az alábbi problémát:

1. Probléma. Legyen (Ω, F) egy mérhető tér, ahol Ω = {1, . . . , n} és F = 2Ω, azaz
F az Ω alaphalmaznak hatványhalmaza. Tekintsük a B1 := {1} , . . . , Bn := {n} egye-
lemű halamzokat és legyen f : Ω → [0, ∞) egy mérhető függvény, melynek értékkészlete
csak elméleti értéket tartalmaz. Megfigyeljük k-szor az f (1) , . . . , f (k) elméleti értékeket,
melynek eredménye:

B1 B2 . . . Bn

f1 (1) f1 (2) . . . f1 (n) Q1

f2 (1) f2 (2) . . . f2 (n) Q2
...

...
...

...
fk (1) fk (2) . . . fk (n) Qk

ahol Qi =
1

n

n∑
j=1

fij, fij := fi (j), (j = 1, . . . , n; i = 1, . . . , k).

A kérdés az, hogy a k számú ”minta” közül, mely tekinthető a legjobbnak a mintaátlag
szempontjából?

Ennek a problémának megoldására javaslom, hogy keressünk egy p elméleti optimális

mértéket, melyre fennáll Qi ≈
\

Ω

fidp, (i = 1, . . . , k), úgy, hogy

err :=

√∑k

i=1
εi

2 =

√√√√√∑k

i=1


Qi −

\
Ω

fidp




2

(6)
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minimális legyen. Nyilvánvalóan a fent emĺıtett elméleti optimális mérték közeĺıtését csak
szimulációval lehet meghatározni. Legyen p∗ az az optimális mérték, mely minimalizálja
az (6) kifejezést. Könnyen be lehet látni, hogy

k∨
i=1

∣∣∣∣∣∣
Qi −

\
Ω

fidp∗

∣∣∣∣∣∣
< err.

Legyen i0 az az index, mely esetén a maximum elérhető volt, azaz
∣∣∣∣∣∣
Qi0 −

\
Ω

fi0dp∗

∣∣∣∣∣∣
=

k∨
i=1

∣∣∣∣∣∣
Qi −

\
Ω

fidp∗

∣∣∣∣∣∣
.

Ekkor azt mondhatjuk, hogy a p∗ optimális mérték mellett az i0-adik minta a legjobb a
mintaátlag szempontjából.

Megemĺıtem, hogy a statisztikai mezők alaphalmaza általában nem számértékekből
vagy számvektorokból áll. Ezért fogalmazzuk meg az alábbi általános problémát. Majd
rámutatjuk, hogyan lehet az első problémának megoldását felhasználni az általános problé-
ma megoldására.

2. Probléma. Legyen (X, S) egy tetszőleges mérhető tér és a D1, . . . , Dn halmazok
az X halmaz egy part́ıcióját alkotják. Tekintsük a h : X → [0, ∞) egy valósźınűségi
változó. Megfigyeljük k-szor a h elméleti függvényt a D1, . . . , Dn part́ıción. A megfigyelés
eredménye:

D1 D2 . . . Dn

h11 h12 . . . h1n Q1

h21 h22 . . . h2n Q2
...

...
...

...
hk1 hk2 . . . hkn Qk

ahol hij a h függvény megfigyelt értéke az i-edik ḱısérletnél a Dj halmazon, i =

1, . . . , k; j = 1, . . . , n, és Qi =
1

n

n∑
j=1

hij, i = 1, . . . , k.

A kérdés az, hogy a k számú ”minta” közül, mely tekinthető a legjobbnak a mintaátlag
szempontjából?

A 2. problémát az elsőre vezetjük vissza az alábbi módon:
Vegyük az S0 := σ (D1, . . . , Dn) a D1, . . . , Dn part́ıció által generált véges σ-algebrát.

Nyilvánvaló, hogy a h függvény S0-mérhető és legalább egy bijekció léteśıthető az S0 és a
2Ω halmazok között, ahol Ω = {1, . . . , n}. Ezután tekintünk egy f : Ω → [0, ∞) mérhető
függvényt, melynek megfigyelt értékei: fi (j) := hij, i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , n. Innentől
úgy járunk el mint az első problémánál láttuk.
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Az első problémat megoldó algoritmus

Step 0.

Input: n positive integer
Ω = {1, . . . , n}
k × n matrix F = [f(i, j)]n, k

i, j=1

n-dimensional vector Q
error bound ε
Bj = {j}, j = 1...n
X = the power set of Ω whose elements should be indexed kk = 1 . . . 2n

Generate the set σ of all permutations of {1, ..., n}.

Step 1.

Generate a decreasing sequence α(j) ∈ (0, 1], with α(1) = 1.

Step 2.

For any permutation {n1, ..., nn} ∈ σ
Put p (Bj) = α(nj), for j = 1, ..., n
Compute the optimal average: A(i) = max{f(i, j) ∗ p (Bj) : j = 1...n}
Compute the corresponding error: err =

√(∑n
j=1 (Q(i)− A(i))

)2

Step 3.

If err < ε for some permutation do
Find the index i0 such that |Q(i0)− A(i0)| = max{|Q(i)− A(i)| : i = 1...k}
Determine p (B) = max {α(nj) : j ∈ B}, for each B ∈ X
Else GOTO Step 1

Step 4.

The outputs
1.) Best sample: f (i0, 1) , . . . , f (i0, n)
2.) The approximated optimal measure:

2Ω p (B)
{} := ∅ 0

B1 p (B1)
...

...
Bi p (Bi)
...

...
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6.2. A kontrakciós fok és a pozit́ıv fixpont keresésének algorit-
musa

Step 1. Input Φ (x) , cc > 0.

Step 2. Compute the derivative ϕ (x) of Φ (x)

Step 3. Starting from cc find an approximation root for
equation ϕ (x)− 1 = 0 and put the result into c.

Step 4. If c = 0 then STOP.
else do

Step 5. Starting from c apply the FixedPoint algorithm, i.e.
x0 := c; xk+1 := Φ (xk) ; k = k + 1.
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[16] Á. Császár and M. Laczkovich, Discrete and equal convergence, Studia Sci.
Math. Hung. 10(1975), 463–472.
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