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1. BEVEZETES

1 BEVEZETES

A rendezett algebrai strukturdk elmélete a modern matematika nap-
jainkban is intenziven kutatott teriilete. Azok az algebrai strukturdk,
amelyek parcidlis vagy teljes rendezéssel vannak elldtva gyakran meg-
jelennek a matematika kilonb6zo diszciplindiban. A disszertdaciéban
részbenrendezések bizonyos kompatibilis kiterjesztéseivel foglalkozunk. Az
els6 részben egymiiveletes unaris algebrakban 1j jellemzését adjuk a
maximélis kompatibilis kiterjesztéseknek és ezt felhasznalva meghatérozzuk
ezen kiterjesztések metszetét. A masodik részben linearis kiterjesztéseket
hasznalunk az ugynevezett rendezés-kongruencidk vizsgalatahoz. A hal-
maz részbenrendezése algebrai szempontbdl egyaltalan nem jelent erds
kotottséget. A helyzet azonban rogton megvaltozik, ha rendezéstartéd
miiveletet is tekintiink. Ebben az esetben a vizsgalatok soran az alapveto
kombinatorikus moddszerek mellett megjelennek, sot gyakran el6térbe
kertilnek az algebraban szokésos mddszerek.

Az algebra agai kozott sok olyan van, amelyekben az elért konkrét
eredményeket a matematika egyéb dgaiban, valamint az informatika teriiletén
is fel lehet haszndlni. Az ilyen eredmények szama egyre novekszik. Nap-
jainkban, az elméleti szamitastudomany altal felvetett megoldandé felada-
tok korében a rendezés talan a leggyakrabban hasznalt fogalmak kozé sorol-
haté. A szamitastudomany két nagy teriiletén kifejezetten meghatarozo sze-
rep jut a rendezésnek. Az els6t az adatszerkezetek jelentik, itt a rendezés
mar jol megszokott fogalom. A madsodik témateriiletet az optimalizalas je-
lenti, hiszen gyakori eset, hogy rendezési feladat meriil fel az optimalizalési
problémdk sordn. Utemezési, kivdlasztdsi és keresési feladatok kapesén a
megoldast biztositd eljarasok altalaban rendezésen alapulnak. A megoldast
adé rendezéseknek rendelkezniiik kell a transzformalhatésag tulajdonsagaval,
amely lényegében a részleges illetve a linearis kiterjesztéseket jelenti adott
részbenrendezés esetén, ugyanis ezen kiterjesztések mar onmagukban képesek
bemutatni az adott litemezést, kivalasztast.

Az tlitemezési problémdakban, &altalanosan fogalmazva, a cél bizonyos
tevékenységek elvégzésére olyan idébeosztast taldlni, amely figyelembe veszi a
rendelkezésre all6 eroforrasokat, és valamilyen szempont szerint optimalis. A
klasszikus titemezéselmélet fontos teriiletét alkotjak azok a problémak, ahol
adott feladathalmazt kell egy vagy tobb egységnyi kapacitasi eréforrason
(processzor vagy gép) optimdlisan vagy kozel optimélisan beiitemezni
adott célfiiggvény mellett. Szinte minden esetben hatékony (polinomidlis
futasidejil) egzakt, vagy ahol ez nem lehetséges, approximaciés algoritmu-
sok kidolgozasa a cél. Ehhez a problémakorhoz szorosan kapcesolodik ku-
tatémunkank azon gyakorlati alkalmazasa, amelyben a részbenrendezett hal-
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maz minimalis linearis rendezés-kongruenciait hasznaljuk fel olyan titemezési
feladatok megoldéasahoz, ahol adott idoegység alatt tobb egységnyi kapacitasu
gép is dolgozhat.

1.1 A DOLGOZAT FELEPITESE

Az értekezés elso fejezete az irodalmi attekintés mellett a kutatas célkitlizéseit
tartalmazza.

A masodik fejezetben azokat az alapveté definicidkat és eredményeket
olvashatjuk, amelyek a késébbi fejezetek soran szolgdltatnak biztos alapot.
Részletesen foglalkozunk a részbenrendezett algebrdkkal és a rendezés-
kongruencidkkal.

A harmadik fejezetben tetszoleges részbenrendezett unaris algebra esetén
megadjuk a részbenrendezés maximalis kompatibilis, azaz kompatibilis f-
kvazilinearis részbenrendezés kiterjesztéseinek 1j jellemzését, megteremtve
ezaltal annak a lehetdségét, hogy Szpilrajn tételét tovabb altaldnosithassuk.
A fejezet végén igy teljes leirast tudunk adni egy részbenrendezés maximélis
kompatibilis kiterjesztéseinek metszetérol.

A disszertacié negyedik fejezete szorosan kapcsolédik az el6zo fejezet
eredményeihez. Ebben a fejezetben két alkalmazast mutatunk be. Az
els6 elméleti jellegli. Ciklusmentes részbenrendezett unaris algebra esetén
adunk meg egy specialis kompatibilis részbenrendezést, amelynek lezartjat is
meghatarozzuk. Masodik alkalmazasunk konkrétabb, bar kozel sem trivialis.
Itt nem koveteljiik meg az f fliggvény ciklusmentességét, igy a megadott
részbenrendezés esetén a lezart néhany elemének meghatarozasdhoz a met-
szet pontos leirasat kimondo tételiinket alkalmazzuk. A harmadik fe-
jezet eredményeinek algoritmizalhatosagat felhasznalva a metszet valamennyi
elemének meghatarozasara szolgald szamitégépes program bemutatasaval
folytatodik dolgozatunk. A program megirasahoz felhasznélt algoritmusok
pszeudokoddjait részletesen tartalmazza ez a fejezet.

Az értekezés otodik fejezete a részbenrendezett halmaz rendezés-
kongruencidival foglalkozik. Ebben a fejezetben ezen kongruenciak fontosabb
tulajdonsagait tekintjiik at és megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolatban
allnak a részbenrendezett halmaz intervallum-kongruencidival. Vizsgéljuk
tovabba a rendezés-kongruencidk hal6éjanak tulajdonsagait. A hatodik fejezet
az 0todik fejezet eredményeinek titemezéselméleti vonatkozasait tartalmazza.

A hetedik fejezetben az 1j tudomanyos eredményeket és az értekezés
téziseit fogalmazom meg. A nyolcadik fejezetben a tovabbi kutatasi feladatok
koziil mutatok be néhanyat.

Az utolsé két szamozott fejezet az elvégzett kutatdsokrol ad tomor
osszefoglaldst magyar és angol nyelven.



1. BEVEZETES

1.2 IRODALMI ATTEKINTES

A részbenrendezett halmazok és a halok elméletének tanulmanyozasa jelen-
tette kutatasi témamhoz az elméleti alapot. E két témakor szorosan kapcso-
l6dik egyméashoz, igy a kiindulépontként felhasznalt irodalom jelentOs része
mindkét témakorben hasznosnak bizonyult. A magyar nyelven irédott miivek
koziil Szasz Géabor klasszikusnak szamitdo Bevezetés a hdloelméletbe cimi
konyvét ([47]), Czédli Gabor modernebb hangvételit Hdldelmélet jegyzetét
([9]) és Szigeti Jené Algebra jegyzetét ([50]) emelném ki. Az angol nyelvii
irodalomban is konnyen taldlunk jol hasznélhato forrasokat. Ezek egyikét
a Davey-Priestley szerzéparos altal irt Introduction to Lattices and Order
cimil monografia jelenti ([12]). Egy madsik mértékadd forrast William T.
Trotter Combinatorics and Partially Ordered Sets, Dimension Theory cimi
konyve jelent ([54]). A kiemelt miivek mellett a [4], [27] és [42] kényveket is
hasznaltuk.

A geometria alapjaira vonatkozd kutatasok kapcsan keletkezett a ren-
dezett strukturak elmélete. E témakor alapmiivének Fuchs Laszlé Partially
Ordered Algebraic Systems cimi konyve szamit ([23]). A rendezett algebrdk
elméletének egyik sarkalatos problémaja, hogy egy (A, F,r) részbenrendezett
algebrai struktira esetén az r részbenrendezés R kompatibilis linedris kiter-
jesztésének létezésére sziikséges és elégséges feltételt adjon meg. A klasszikus
algebrai struktirakban, tehat amikor (A, F') csoport vagy gytlri, a linearis
kiterjesztésekkel kapcsolatos probléméak kore alaposan kidolgozott, béséges
irodalom talalhaté hozza (pl. [23], [51]). A részbenrendezett halmazok
elméletének egyik alappillére a részbenrendezés linedrissa vald kiterjeszthe-
toségét kimondd Szpilrajn tétel a legegyszeriibb esetben, azaz F' = & esetén
ad vélaszt a fenti kérdésre ([52]). Bonyolultabb, de még kezelhetd helyzet
keletkezik akkor, ha egy rendezéstarté fliggvényt (egyvaltozdés miiveletet) is
tekintiink az alaphalmazon. Az elsé lépéseket ebben az irdnyban Frasnay
([22]), majd késébb Szigeti, Nagy ([48]) és Lengvarszky ([34]) tették meg.
Ha FF = {f} és f : A — A egyvéltozds miivelet, akkor a kompatibilis (ren-
dezéstartdst megorzd) linearis kiterjesztés létezésének sziitkséges és elégséges
feltételét Szigeti és Nagy cikkében taldljuk. A szerzok lényegében a Szpil-
rajn tételt altalanositottak [48] dolgozatukban, amelyben igazoltak, hogy ha
(A,r) részbenrendezett halmaz és f : A — A olyan ciklusmentes fiiggvény,
amely kompatibilis a <, relaciora nézve, akkor r kiterjesztheto linearissa ugy,
hogy a R linearis kiterjesztés szintén kompatibilis tulajdonsagu.

Foldes Istvan és Szigeti Jend [20] dolgozatukban bevezették az f-tiltott
elempar fogalmat és ezen parok alkalmazasaval megadték az f-kvézilinearitds
fogalmét kompatibilis részbenrendezések esetén. A szerzék [20]-ban megmu-
tattak, hogy az (A, f) undris algebra minden kompatibilis részbenrendezése
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kiterjesztheté ugynevezett f-kvazilinedris részbenrendezéssé. Az emlitett
tétel figyelemre mélté kovetkezménye, hogy a maximélis kompatibilis
részbenrendezések (adott f esetén) valdjaban a kompatibilis f-kvazilinedris
részbenrendezések az (A, f) undris algebran. A rendezéstartdst megdrzé
maximalis - tehdt nem feltétlentil linearis - kiterjesztésekrol ad tehat teljes
lefrast [20].

A kompatibilis linearis kiterjesztések metszetének leirdsa ciklusmentes
részbenrendezett (A, f, <,) undris algebra esetén Szigeti [49] dolgozataban
olvashaté.

Részbenrendezett halmazokon a kongruencia relacié fogalmara az iro-
dalomban kiilonféle definicidk léteznek. A kongruencia valamennyi meg-
fogalmazasaban olyan ekvivalenciarelacioként szerepel, amelynek osztalyai
konvex részhalmazok (pl. [5], [33]). Az utébbi években szamos cikk foglalko-
zott a félhalok és halék kongruencidinak részbenrendezett halmazokra vald
altalanositasaval. Valamennyi dolgozatban kozos gondolat az, hogy ezen
kongruencidk megadhatéak bizonyos izoton fliggvények magjaiként ([5], [6],
[13], [14] és [28]). A rendezés-kongruencia és a rendezésérzé-particié fo-
galmét el6szor Trotter vezette be ([54]). Czédli Gabor és Lenkehegyi Attila
rendezett algebréakon definidlta a rendezés-kongruencia fogalmat és vizsgalta
ezen kongruencidk tulajdonsagait ([10], [11]). Felfogasuk tébb ponton kapcso-
16dik Bloom korabbi eredményeihez ([2]). Az &ltaluk megadott definiciébél
a Trotter-féle kongruencia fogalom levezetheto.

Az intervallum fogalma a rendezett halmazok elméletében szinte a kezde-
tektol megtalalhaté. A részbenrendezett halmaz intervallum dekompozicidira
vonatkoz6 eredmények a [10], [16], [17], [18] és [19] cikkekben olvashatdak.

Az értekezésben bemutatott program alapjat képezd algoritmusok
megalkotésahoz alkalmazott technikat az Uj algoritmusok ([7]) cimi kényv
alapjan tanulmanyoztam.

Tobb ezer kiilonbozo iitemezési feladatrdl talalhatunk cikket a szakiro-
dalomban, és szdmuk egyre né. Az iitemezéselmélet dttekintéséhez a [32],
[39] jegyzeteket, az [1], [30], [38] és [41] konyveket, valamint a [25] cikket
hasznaltam. A kittzott ttemezéselméleti feladat megolddsanak kapcsan
a hatékony megoldast kinalé mohé algoritmusok felé fordult figyelmiink.
Kozos jellemzojiik, hogy egy adott 1épésben mindig az optimalisnak latszo
valasztast teszik. Ez azt jelenti, hogy a lokdlis optimumot valasztjak an-
nak reményében, hogy ez majd globalis maximumot fog eredményezni. A
moho stratégia egy igen hatékony eszkoz, amelynek elsajatitasat a [7] és [54]
konyvek tették lehetévé szamomra.
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1.3 A KUTATAS CELJA

Tudoményos kutatémunkam a részbenrendezett unéris algebrak témakoréhez
kapcsolodik. Alapvetoen két {6 feladat elvégzésére torekedtiink.

A [20], [48] és [49] dolgozatok alapjan addédott az Otlet, hogy
altalanositsuk [49] eredményeit azokra az (A, f, <,) részbenrendezett unéris
algebrakra, amelyekre az f : A — A fiiggvény ciklusmentességét nem
koveteljiik meg. Ehhez meg kell adnunk az r részbenrendezés maximalis kom-
patibilis, azaz kompatibilis f-kvazilinearis részbenrendezés kiterjesztéseinek
egy 1j jellemzését tetszéleges (A, f, <,) hdrmas esetén.

A matematikai hattér pontos kidolgozasa mellett a felhasznalt fogal-
mak és a bizonyitott eredmények szemléltetésére olyan példa megalkotaséara
torekedtiink, amely megfelel6 megszoritasokkal végessé tehetd, igy az al-
goritmusok megadéasa utan szamitogépes program irasat céloztuk meg. A
programmal szemben azt az elvarast tamasztottuk, hogy adott kornyezetben
meghatérozza az (A, f,<,) részbenrendezett undris algebra esetén az r
részbenrendezés valamennyi maximalis kompatibilis kiterjesztésének met-
szetét, tovabba a metszet létrehozasahoz sziikséges 1épéssorozatban minden
olyan numerikus értéket kiszamitson, amelyek fontos informéaciokat hordoz-
nak. A program tesztelése soran természetes modon adédott ezeken feliil a
futasi id6 csokkentésének igénye.

Az irodalom alapos tanulményozdsa utan a részbenrendezett hal-
maz rendezés-kongruencidinak és intervallum-kongruenciainak vizsgalataval
foglalkoztunk. Keressiik ezen kongruencidk fontosabb tulajdonsagait,
feltarjuk a részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciai és intervallum-
kongruenciai kozotti kapcsolatokat, valamint a linearis kiterjesztésekkel
Osszefliggd momentumokat.

Elméleti eredményeink gyakorlati vonatkozasait az iitemezéselmélet
tertiletén vizsgaljuk. A kitlizott feladat olyan titemezés meghatarozasa,
amely valaszt ad arra a kérdésre, hogy melyik munkat mikor végezziik, ha
adott feladat esetén lehetoség van a parhuzamos munkavégzésre.



2. FONTOSABB FOGALMAK ES EREDMENYEK

2 FONTOSABB FOGALMAK ES EREDMENYEK

A részbenrendezett halmaz és a halé az algebra alapvet6 fontossagu fogalmai.
Részbenrendezett halmazok ott 1épnek fel, ahol a vizsgalt objektumok kozott
természetes modon hierarchikus viszonyok létesithetoek.

Jelen fejezetben a sziikséges alapfogalmakat definialjuk, illetve az iro-
dalombdl ismert olyan eredményeket idéziink, melyekre a késébbi szamolasok,
bizonyitasok soran tamaszkodni fogunk. A tudomanyos el6zmények kozé
sorolt eredmények bizonyitdsat, a rovidség kedvéért, altalaban nem kozoljiik.
Kivételt csak indokolt esetben tesziink.

A részbenrendezett halmazok és a halok elméletéhez szamos kivald
magyar és idegen nyelvli forras kapcsolhaté ([9], [12], [27], [47], [50],
[54]). A forrdsmunkaként felhasznalt magyar nyelvii monografidk koziil
els6sorban Szdsz Gébor konyvét ([47]) és Czédli Gadbor egyetemi jegyzetét
([9]) hasznéltuk. Az angol nyelvii miivek koziil a [12], [27] és [54] kényvekbdl
meritettiink. A részbenrendezések linedris, illetve maximalis kompatibilis
kiterjesztéseihez kapcsolédé fogalmak és eredmények a [20], [48], [49], [52] és
[53] dolgozatokban talalhaték meg.

2.1 RESZBENRENDEZETT HALMAZOK

2.1. Definicié.
Azr C Ax A, (A # @) relacidt részbenrendezésnek nevezzik, ha reflexiv,
antiszimmetrikus €s tranzitiv.

Az x,y € A elemek esetén, ha r részbenrendezés, akkor az (x,y) € r illetve
az xry jelolések mellett az x <, y vagy z < y jeloléseket is alkalmaz-
zuk. Ha r C A x A részbenrendezés, akkor az (A, r) illetve az (A, <,) part
részbenrendezett halmaznak nevezziik. Az x,y € A elemekre x <y ésx # vy
egyideju teljesiilését az x < y jeloléssel fejezziik ki.

Tekintsiink néhény tovabbi alapvetoé fogalmat.

2.2. Definicié.
Az (A, <) részbenrendezett halmazban értelmezziik a kovetkezdket.

(1) Az x € A elem rdkovetkezdje az y € A elem, ha x < y €és nincs olyan
z € A elem, amelyre x < z < y teljesul. Jelolése: x < y. Azx <y
jelolés azt fejezi ki, hogy x =y vagy x < y.

(2) Az x,y € A elemeket dsszehasonlithatonak nevezzik, ha x < y vagy
y < x teljestil.

10
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(3) Az x,y € A elemeket dsszehasonlithatatlanoknak nevezziik, ha nem
dsszehasonlithatéak. Ha x ésy dsszehasonlithatatlanok, akkor az x ||y
gelolést alkalmazzuk.

(4) A H C A részhalmazt lincnak nevezzik, ha annak bdrmely két
eleme o6sszehasonlithato.  Abban az esetben, ha A ldnc, akkor a
részbenrendezést linedrisnak nevezzik. Ha r linedris részbenrendezés
A-n, akkor az (A,r) pdrt szokds teljesen rendezett halmaznak illetve
linedrisan rendezett halmaznak nevezni.

(5) A H C A részhalmazt antilincnak nevezzik, ha annak bdrmely két
ktilonbozo eleme dsszehasonlithatatlan.

(6) Az a € A elemet mazimdlisnak nevezzik, ha tetszéleges x € A elemre
a<r=a=2.

(7) Az a € A elemel minimdlisnak nevezzik, ha tetszdleges x € A elemre
r<a=a==1x.

(8) Az a € A elemet legnagyobbnak nevezzik, ha minden © € A elemre
r < a.

(9) Aza € A elemet legkisebbnek nevezziik, ha minden x € A elemre a < x.

Vizsgalataink kozéppontjaban a részbenrendezett halmazok bizonyos tu-
lajdonsagu kiterjesztései allnak, ezért a kovetkezo definiciéban megadjuk,
hogy mit értiink egy részbenrendezés kiterjesztése alatt.

2.3. Definicié.
Ha (A7) és (A, R) részbenrendezett halmazok, akkor az R részbenrendezést
r kiterjesztésének nevezzik, ha r C R, azaz bdarmely x,y € A esetén:

wéry = xSRy

A részbenrendezett halmazokrol szdélo alapvetd eredmények egyike az
alabbi tétel ([52]).

2.4. Tétel. (Szpilrajn)

Bdarmely (A,r) részbenrendezett halmazhoz létezik olyan X C A x A linedris
rendezés (az A \-ra nézve linc), amelyre r C X. Az ilyen X\ linedris ren-
dezéseket az v linedris kiterjesztéseinek nevezzik. Ha L(r) jeloli r linedris
kiterjesztéseinek halmazat, akkor
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2.5. Definicié.
Egyr C A x A reldcid tranzitiv lezdrtjdnak (tranzitiv burkdnak) az

F=N{p|rCpCAXxA,p tranzitiv}
relaciot nevezzik.

Egy r relaci6 k-adik hatvanya (k > 1):

r* =roro..or (k-szoros relicié szorzat).

Konnyen igazolhatd, hogy

F=U{r" | k> 1)

2.2 RESZBENRENDEZETT ALGEBRAK

Vizsgalatainkban fontos szerep jut a kompatibilitasi tulajdonsagnak. A
kovetkezokben definidljuk, hogy mit értiink e fogalom alatt.

2.6. Definicié.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz, f : A — A egyvdltozds mivelet. f
rendezéstarto, ha x,y € A esetén:

(2.1) <y = fl@) < fly).

A 2.6. Definiciéban szereplé (2.1) tulajdonsdgot természetes kompati-
bilitasi tulajdonsagnak vagy r-monotonitdsnak is szokds nevezni. A (2.1)
tulajdonsaggal rendelkezo f : A — A figgvény rendezés endomorfizmus az
(A, <,.) paron. A 3. fejezetben a <, részbenrendezés olyan részbenrendezés
kiterjesztéseivel foglalkozunk, melyek esetén az f fiiggvény megérzi rendezés
endomorfizmus jellegét, azaz ha (A, <,.) részbenrendezett halmaz, f : A — A
rendezés endomorfizmus a (2.1) természetes kompatibilitdsi tulajdonsaggal és
a R linearis rendezés r kiterjesztése, akkor

(2:2) r<ry = [f(&)<r/[f(y)

teljesiil minden x,y € A esetén. Az r részbenrendezés azon R linedris kiter-
jesztéseit, amelyek rendelkeznek a (2.2) tulajdonsaggal monotonitdst tarto
vagy f-linedris kiterjesztéseknek is szokas nevezni.

Az A = (A, F) unaris algebrdnak (minden f € F' miivelet egyvaltozos)
az 1 C A x A megengedett részbenrendezése, ha minden f € F miivelet
(2.1) tulajdonsagu. Ekkor az (A, F,r) harmast részbenrendezett undris al-
gebrdanak nevezziik. Fuchs Lészlé klasszikusnak szamité konyvében ([23]) a
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2. FONTOSABB FOGALMAK ES EREDMENYEK

részbenrendezett algebrak altalanosabb definicidja szerepel, szamunkra azon-
ban elegendo az altalunk megfogalmazott definicié hasznélata.

Ha az A = (A, F) algebrdban F' = {f}, ahol f : A — A egyvéltozds
miivelet, akkor az (A,{f}) part mono-undris algebrinak nevezzik. Ha r
egy megengedett részbenrendezése az (A, {f})-nek, akkor (2.1) teljesiilésekor
az. (A, {f},r) harmas részbenrendezett mono-undaris algebra. A mono-
undris algebrak jelolésére az (A, {f}) helyett az (A, f) frasmddot, illetve
részbenrendezett mono-unaris algebrikra az (A, {f},r) jelolés helyett az
(A, f,r) jelolést alkalmazzuk a tovabbiakban. Ha a R linedris rendezés a r
részbenrendezés kiterjesztése, akkor (2.2) teljesiilésekor az (A, f, R) hdrmas
az (A, f,r) részbenrendezett mono-undaris algebra linedris kiterjesztése. A
tovabbiakban, az egyszertiség kedvéért, a mono-unaris algebra kifejezés
helyett az unaris algebra kifejezést hasznaljuk.

Az alédbbi definiciékat [48]-bdl vettiik at.

2.7. Definicio.
Azt mondjuk, hogy eqy f : A — A fiiggvény N lépést tesz az x € A elemen,
ha

z, f(2), (@), ... [V (@)

kilonbozé elemei A-nak és

fr () = Y (x)

teljesiil, ahol N > 0 és f%(z) = f(z). Az N = oo is megengedett, ekkor
0<m<n esetén

S (@) # [ ().

2.8. Definicio.
Az [+ A — A fugguény ciklusmentes, ha minden x € A elemhez létezik olyan
0 < N=N(z) <oo, hogy az | figguény N lépést tesz az x elemen.

Egy (A, f,r) részbenrendezett undris algebrat ciklusmentesnek neveziink,
ha f ciklusmentes. Konnyen ellenérizhetd, hogy minden linearisan rendezett
unaris algebra ciklusmentes.

Az aldbbi, [48]-ban megtaldlhaté lemméra tobbszor tamaszkodunk a 3.
fejezetben.

2.9. Lemma.

Tegyiik fel, hogy az (A, f,r) részbenrendezett undris algebraban az f : A — A
fiigguény N > 1 lépést tesz az x € A elemen. Ha a 0 < p < q < N egész
szamokra fenndll, hogy

fP(a)r (),

13
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akkor a 0 < k< N és0 <1< N egész szaimok esetén

fra)rf(x)
csak k <1 esetén teljestilhet.

Egy (A, f,r) részbenrendezett undris algebra esetén vezessiik be az aldbbi
jelolést:

LA, f,r)={R|rCRCAXx A és R kompatibilis linedris rendezés}.
Az alébbi, [49]-ben megtalalhaté lemmat is hasznalni fogjuk.

2.10. Lemma.
Tegyiik fel, hogy az (A, f,r) ciklusmentes részbenrendezett undris algebra
a,b € A elemeire arf(a) vagy f(a)ra. Ekkor

(a,b) € ﬂ R
REL(A,f,r)
esetén vagy a = b, vagy f"(a)rf™(b) és f(a) # f™(b) valamilyen m > 0
egészre.

A [48] dolgozatban taldljuk meg a kovetkez6 definiciéban szerepld
nevezetes elemeket.

2.11. Definicié.
Tegyiik fel, hogy az (A, f,r) részbenrendezett undris algebrdban az f fiiggvény
N lépést tesz az x € A elemen. Azt mondjuk, hogy az x € A elem

(1) T-definit, ha léteznek olyan 0 < p < q < N egészek, amelyekre
fP(@)r fi(z),

(2) |-definit, ha léteznek olyan 0 < q < p < N egészek, amelyekre
fr(@)rfi(z),

(8) indefinit, ha p # q, 0 < p < N, 0 < q < N, esetén fP(x) és fi(x)
o0sszehasonlithatatlan elemek r-re nézve.

A 2.9. Lemma miatt N > 1 esetén egy elem csak egyféle definit lehet. Az
N = 0 esetben az elemet indefinitnek tekintjiik. A 2.11. Definiciéban sze-
replo elemek felhasznaldsaval értelmezte Szigeti azokat a halmazokat, ame-
lyek segitségével [49]-ben megadta a monotonitast tarto linedris kiterjesztések
metszetét ciklusmentes részbenrendezett unaris algebrak esetén.

A Szpilrajn tétel [48]-ban kézolt altalanositdasahoz kapcesolédéan Leng-
varszky vizsgalta a linearis kiterjeszthetoség lehetdségét r-antimonoton
fliggvényekre. Elészor az r-antimonoton fiiggvény definiciéjat adjuk meg.
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2.12. Definicié.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz, f: A — A egyvdltozés mivelet. Az
f fiigguény r-antimonoton, ha x,y € A esetén:

(2.3) r<y = fly) < f(2)

Lengvérszky [34] dolgozataban bizonyitotta az alabbi tételt, amelynek
egy kovetkezményét a 3. fejezet végén adjuk meg.

2.13. Tétel.

Legyen (A, r) részbenrendezett halmaz és f : A — A r-antimonoton figgvény.
Akkor és csak akkor létezik az r részbenrendezésnek olyan X\ linedris kiter-
jesztése, amelyre nézve az f fligguény \-antimonoton, ha f? ciklusmentes és
f-nek legfeljebb eqy fixrpontja van.

[20]-ban Féldes és Szigeti a Szpilrajn tételnek egy olyan altaldnositasat
adték, amelybdl [48] f& eredménye speciélis esetként adédik. A szerzok altal
bevezetett ~; ekvivalenciarelacié hasznéalata a tovabbiakban szamunkra is
hasznos lesz.

Az f: A — A fliggvény esetén definidljuk a ~; ekvivalenciareldciét
a kovetkezéképpen: az z,y € A elemek esetén x ~; y, ha fH(z) = f(y)
teljestl valamely k > 0 és [ > 0 egész szdmokra. Az v € A elem ~ szerinti
(], ekvivalencia osztdlydt az x elem f-komponensének nevezzik. Vildgos,
hogy [7], C A részalgebrdja (A4, f)-nek, azaz

f(lzly) € [2]y-
Megjegyezziik, hogy [7], tartalmazza az x elem f-orbitjat, azaz:
{z, f(2),..., ffx),...} C 2], -
Egy c € A elemet ciklikus elemnek mondunk f-re vonatkozdan, ha
f™(e) = ¢
teljesiil valamilyen m > 1 egész szamra. A ¢ € A ciklikus elem periddusa az
n=mn(c) =min{m |m >1és fM(c) =c}
pozitiv egész szam, amely megegyezik a c ciklikus elemet tartalmazo
O ={c. f(e)s s fO7He)}

teljes ciklus elemszaméval.
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A C halmaz nem mas, mint a ¢ elem f-orbitja, tovabba
fc)=c.

Ha c ciklikus elem, akkor f*(c) = f!(c), (k > 1) akkor és csak akkor teljesiil,
ha k — [ oszthaté n-nel, ahol n a ¢ ciklikus elem periédusa. Az x elem f-
orbitja akkor és csak akkor véges, ha [z], tartalmaz ciklikus elemet. Egy
ciklikus elem jelenléte [2], -ben nem jelenti azt, hogy [z], véges halmaz.
Az f fiuggvénynek valddi ciklusa akkor van, ha létezik olyan ¢ € A ciklikus
elem, amelyre n(c) > 2. Ha f-nek nincs valédi ciklusa, akkor dsszhangban a
2.8. Definicioval, f ciklusmentes.
Az f-tiltott par fogalmat Foldes és Szigeti vezették be [20] cikkiikben.

2.14. Definicié.

Az (z,y) € A x A rendezett elempart f-tiltott elempdrnak nevezzik, ha
léteznek olyan k > 0, 1 > 0 és m > 2 egész szamok, amelyekre m nem
osztdja (k —1)-nek, az

FH@), [ (@), [ ()
elemek kiilonbozoek, valamint
frm(a) = fi2) = fl(y)
teljesiil.

A 2.14. Definicié jeloléseit hasznalva az (z,y) f-tiltott parra az f*(x) elem
egy m periédusi ciklikus elem az [z], = [y]; f-komponensben. Konnyen
igazolhatd, hogy (x,y) € A x A akkor és csak akkor f-tiltott pér, ha

fi@) = fly)

ciklikus elem és

FH @) # )

teljestil valamely k£ > 0 és [ > 0 egész szamokra.
Az alabbi tulajdonsagok a korabban megadott definiciék egyszeri
kovetkezményei és bizonyitasukkal egyiitt [20]-ban megtalalhat6ak.

2.15. Allités.
Legyen (A, f) undris algebra és legyenek x,y € A tetszbleges elemek.

(1) Ha (x,y) f-tiltott pdr, akkor (y,x) szintén f-tiltott par.

(2) Ha (z,y) nem f-tiltott par, akkor (f(z), f(y)) szintén nem f-tiltott pdr.
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(3) Ha [z]; # [yl;, akkor (z,y) nem f-tiltott pdr.

(4) Ha az x elem f-orbitja végtelen, akkor [x],-ben nincs ciklikus elem és
igy (z,y) nem f-tiltott pdr (abban az esetben sem, ha [z], = [y ).

2.16. Definicié.
Egy y € [z]; elem és egy rogzitett ¢ € [z];, n = n(c) periddusi ciklikus elem
esetén van olyan t > 0 egész, amire

f'ly) =c
Az y és c kozotti tdvolsag legyen
d(y,c) =min{t | t >0 és f'(y) = c}.

Nyilvanvald, hogy f'(y) = ¢ akkor és csak akkor teljestil, ha t > d(y,c) és
t —d(y, c¢) oszthaté n-nel, tovabba (x,y) akkor és csak akkor f-tiltott par, ha
d(x,c) — d(y, c) nem oszthaté n-nel.

Az alabbi allitast is [20]-ban olvashatjuk.

2.17. Allités.
Ha (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra, akkor teljesilnek az aldbbi tu-
lagdonsagok:

(1) Ha c € A ciklikus elem és n(c) > 1, akkor a
C = {c, f(c), s [ H(e)}

teljes ciklus antilanc a <, reldciora nézve.

(2) Ha (xz,y) € A x A f-tiltott pdar, akkor x és y dsszehasonlithatatlan a
<, relacid szerint.

A bevezetett fogalmak szemléltetésére tekintsiik az alabbi, [SZ4]-ben be-
mutatott példat.

2.18. Példa.

Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz, f : A — A egyvéltozds miivelet az
A halmazon. Tekintsiik az z,y,2z € A elemeket a 2.1 Abrénak megfelelden.
Az abran a nyilak az f fiiggvény hatasat mutatjak. Lathatd, hogy

F2y) = fH(2),

azaz y ~f x. Emiatt [y]; = [x];. A x elem f-komponense 5 ciklikus elemet
tartalmaz,

Claly = {2 (@), [1 (@), F2(2), [2(x), fT(2)}  [2];.
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A Cpy,-beli ciklikus elemek kiilonbozésége és az

fi@) = f72(2) = F2) = f°(y)

egyenldség fenndlldsa miatt az (z,y) rendezett elempér f-tiltott par, hiszen

x]f

546 —3.
Ehhez az eredményhez annak a ténynek az észrevételével is eljuthatunk, hogy
Fly) = i)

ciklikus elem és

foy) = A y) # 7 (2) = o).

2.1. Abra

Az (A, f, <,) részbenrendezett undaris algebra esetén definialjuk ([20] sze-
rint) a <, relaciét az

Al =A{laly | w € A}

18
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faktorhalmazon a kovetkezoképpen:

[I]f < [y]fa
ha z; <, y; valamely z; € [m]f és yy € [y]f esetén.

2.19. Allitas. (lasd [20])
Ha (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra, akkor teljesiilnek az aldbbi tu-
lagdonsagok:

(1) <, kvdzirendezés (reflexiv és tranzitiv) az {[z]; | v € A} faktorhalma-
zon.

(2) Ha [2]; <, [yl; és [yl < [z]; az [z]; # [y]; f-komponensek esetén,
akkor nincs ciklikus elem az [x], U [y]; halmazban.

A kovetkezé allitds [SZ8]-bol szarmazik.

2.20. Allitas.

Legyen (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra és x,y € A, y € [x]f Ha
c1,co € (2], olyan ciklikus elemek, amelyekre (c1,y) és (ca,y) nem f-tiltott
pdrok, akkor c; = c5.

Bizonyitas:
Legyen n = n(c;) = n(ce). Ekkor

d(cy,¢1) —d(y,c1) = —d(y, 1)

és
d(cz, ¢1) — d(y, 1)

oszthaté n-nel. EbbOl az kovetkezik, hogy d(cq, ¢1) is oszthaté n-nel, azaz
C1 = Co. ]

Az f-tiltott par fogalmat felhasznélva Foldes és Szigeti bevezették kom-
patibilis részbenrendezés esetén az f-kvazilinearitds fogalmat (]20]).

2.21. Definicié.

Az R kompatibilis részbenrendezést az (A, f) undris algebrdn f-kvdzilinedris-
nak nevezziik, ha (z,y) € R vagy (y,x) € R teljesil minden nem f-tiltott
(z,y) € A x A rendezett pdar esetén.
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2.22. Példa.
Legyen A = {x,y, 21, 20, 23} és [ : A — A egyvaltozdés miivelet. A 2.2. Abran
a nyilak az f fliggvény hatasat mutatjak. Az

R = {(x> y)’ (l’, Z3)> (3/7 23)} UAy

részbenrendezés kompatibilis f-kvézilinedris részbenrendezés az (A, f) undris
algebran (A4 az identikus reldciot jeloli az A halmazon). Az (z,y) rendezett
elempar nem f-tiltott, mert x # y, de

fi@) = f'(y)
teljestil minden ¢ > 1 esetén. Hasonl6an lathatd, hogy (z, z3) és (y, z3) szintén

nem f-tiltott parok. Tovdbbd barmely (u,v) ¢ R esetén az (u,v) par f-tiltott
(u,v € A).

Z)

2.2. Abra
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3 MAXIMALIS KOMPATIBILIS KITERJESZTESEK

E fejezet egyik célja, hogy megadjuk az r részbenrendezés kompatibilis f-
kvazilinearis részbenrendezés kiterjesztéseinek, azaz maximalis kompatibilis
kiterjesztéseinek egy 1j jellemzését tetszileges (A, f,<,) harmas esetén. A
masik célunk az, hogy éltaldnositsuk [49] eredményeit azokra az (A, f, <,)
harmasokra, amelyekre az f : A — A fiiggvény nem feltétleniil ciklusmentes.

A fejezet eredményei a szerzé [SZ7] és [SZ8] cikkein alapulnak, amelyekbél
a [20], [48], és a [49] dolgozatok kordbbi eredményeit specidlis esetekként
kaphatjuk meg.

3.1 Az (A* f* <,~) HARMAS

Legyen (A, f, <,) részbenrendezett undaris algebra. Definidljuk az aldbbi ek-
vivalenciarelaciot az A halmazon:

® = {(2,y) | f*(x) =y és f'(y) = = valamilyen &, > 0 egész szdmokra}.

Nyilvanvalé, hogy barmely x € A esetén [z C [z]; teljesiil az ekvivalencia
osztalyokra. Alkalmazzuk a tovabbiakban az alabbi jelolést:

A" = Afy = {laly |z € A}.

Amennyiben z € A nem ciklikus elem, akkor [z], = {z}. Hac € A
ciklikus elem, akkor a [c|, = {c, f(c), ..., f*971(c)} halmaz nem mds, mint a
c elem teljes ciklusa. Mivel [c|, részalgebra (A, f)-ben, igy rendelkeziink az
fr: A* — A* indukalt fliggvénnyel, amelyre

(3.1) fl7le) = 1f(@)]g -

Vildgos, hogy egy ¢ € A ciklikus elem esetén f*([c|4) = [c|4, tovabba az is,
hogy az f* indukélt fiiggvénynek nincs valédi ciklusa. Tehat A* megkaphato,
ha az A halmaz minden f-ciklusat hurokba huzzuk Gssze.

Definialjuk a p(r) reflexiv bindris relaciét az A* halmazon a kovetkezé-
képpen:

p(r) ={([z]g, W]e) € A"xA | 2" <, ¢ valamely 2’ € [z]g, ¥ € [yl esetén}.
3.1. Lemma.

A p(r) reflexiv bindris relicio v = p(r) tranzitiv lezdrtja kompatibilis
részbenrendezés az (A*, f*) undris algebrdn.
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Bizonyitas:
Mivel 2" € [z], esetén f(a') € [f(z)], teljesiil, igy azonnal megkapjuk p(r)
kompatibilitasat. Emiatt r* is kompatibilis (A*, f*)-on.

Az r* antiszimmetridjanak igazoldsdhoz tekintsiink egy valédi p(r)-
ciklust:

[z0lg p(r) [21]g p(r)--.p(r) [kl p(r) [Tkle = [w0]q ,

ahol k > 2 és [zo]g , [T1]g s s [Th-1] KlOnbOzE elemei az A* halmaznak. Két
esetet kiillonboztetiink meg.
Ha az {x¢, x1, ..., xx—1} halmazban nincs ciklikus elem, akkor

Ty <, X1 <o oo S T S Ty = T,

ami ellentmond annak, hogy [zos # [%1]4-
Ha van ciklikus elem az {x¢, x1, ..., zx_1} halmazban, akkor megadhatjuk
a p(r)-ciklus egy szegmensét

[zilg p(r) [Xin1]g p(1)-.p(r) [251]g p(7) [25]4 -

alakban, ahol z; és x; ciklikus elemek (0 <i < j < k—1). Ha x; az egyetlen
ciklikus elem az {xg, z1, ..., zx_1} halmazban, akkor tekintsiik a teljes

(il p(r) [zl p(r)-.p(r) [2rlg p(r) [2olg p(r) [21lg p(r)...p(r) [wia]g p(r) [2i]g

szegmenst. Az ([zlg, [yls) € p(r) = [2]; <, [y]; implikdcié miatt mindkét
fenti esetben

(o] p < [m1]p Qp oo <o [pa]y <0 (2] = [0l
adodik. Az x; ciklikus elem jelenléte miatt kapjuk az
[xo]f = [Il]f == [‘rk—l}f = ['rk]f

egyenloséget a 2.19. Allités (2) része miatt. Ebbél az elsé esetben az
kovetkezik, hogy

[zi]e = [75]q
ami ellentmondas. Az egyetlen z; ciklikus elem esetén

/ I
c eri+1 Sr S'r T Srl’o S'r Iy ST S'rxi—l Src

adédik valamilyen ¢’ € [z;], elemekkel. Az [x;]4 ekvivalencia osztély elemei
antilancot képeznek, ezért ¢ <, ¢’ miatt ¢ = ¢’ kovetkezik, ahonnan az
xo = x1 ellentmondést kapjuk. Igy beldttuk, hogy r* antiszimmetrikus. [J
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3.2. Lemma.
Ha (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra, tovabbd x,y € A olyan elemek,
hogy [x]g <, [ylg, akkor léteznek olyan 0 < i,j egészek, amelyekre x <, f'(y)

és f/(x) <, y.
Bizonyitas:
Ha ([z]g . [ylg) € p(r), akkor 2’ <, ¢/ valamely 2’ € [x]4 ésy € [yg clemekre.
Legyenek k,l,m,n > 0 egész szdmok ugy, hogy f¥(2') = x, fi(z) = 2’ és
") =y, ["(y) =y Ekkor

v = M) < fEY) = UMW) = )
és

@) = (@) = @) < ) =y
kovetkezik. Ha [z], <.+ [y]s, akkor egy

[20lg p(r) [21]g p(7)-.p(r) 2614 p(7) [2t]g

A*-beli sorozat irhaté fel, ahol x = zy és z; = y. Emiatt taldlunk olyan
11, J1,12, J2, -, bt, J¢ > 0 egész szamokat, amelyekre

Zoo1 <o [ (2s) b5 fP(2em1) Sb 2
minden 1 < s <t esetén. Kovetkezésképpen megallapithatjuk, hogy
v =2 <o [ 2) S fUR () S S FUURC S () ) S
S PP PP ) ) = )
és
FIE ) = PP R ) ) S P ) ) £
S P () S () <o =
O

Az (A*, f*, <,») hdrmast az (A, f, <,) hdarmas Osszehtizott részbenren-
dezett unaris algebrajanak nevezziik. Egy ciklusmentes f fiiggvény esetén
kénnyen lathat6, hogy minden [z], (z € A) ekvivalencia osztély egy elemi
halmaz, ezért A* = A, f* = f, p(r) = r és r* = p(r) =T = r. Igy tehdt a
ciklusmentes esetben

(A*’ f*’ ST*) = (A7f7 Sr)

Megjegyezziik, hogy az (A*, f*, <,~) harmas a [20] dolgozat 3.3 Lemma&janak
bizonyitasdban ”lokalisan” definidlt (E*, f*,r*) részbenrendezett unaris al-
gebra "globalis” valtozata.
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3.2 A MAXIMALIS KOMPATIBILIS KITERJESZTESEK JELLEM-
ZESE

Alkalmazzuk a részbenrendezés kompatibilis f-kvazilinearis kiterjesztéseire
az alabbi jelolést.

QL(A, f,<,)={R|r C RC AxA, R kompatibilis f-kvazilinearis kiterjesztés}.
A 2. fejezetben mar bevezettiik az
L(A f,<,)={R|r CRCAx A és R kompatibilis linedris rendezés}

jelolést. Ekkor
L(A, f,<,) C QL(A, [, <,).

Ha az f fiiggvénynek van valédi ciklusa, akkor
LA f<)=2
és ha az f fiiggvénynek nincs valddi ciklusa, akkor
LA, f, <) = QL(A, f, <)

Mivel az f* fliggvény mindig ciklusmentes, a [48] cikk {6 eredménye
garantalja, hogy
'C(A*v f*v Sr*) 7£ g.

Egy L € L(A*, f*, <,~) kompatibilis linedris kiterjesztésre értelmezziik az
A halmazon az alabbi reflexiv relaciot:

ML) ={(u,v) € Ax A| ([ulg,[v]g) € L és (u,v) nem f-tiltott}.

A kovetkezd tétel teljes jellemzést biztosit az r részbenrendezés
kompatibilis f-kvézilinedris kiterjesztéseir6l az (A*, f*, <,~) hdrmas r*
részbenrendezésének kompatibilis linearis kiterjesztéseinek felhasznéalasaval.

3.3. Tétel.
Ha (A, f,<,) részbenrendezett undris algebra és R kompatibilis részbenren-
dezés kiterjesztése r-nek, akkor az alabbi dallitdasok ekvivalensek:

(1) Re QL(A, f,<,).
(2) R = A\L) valamely L € L(A*, f*, <,+) esetén.
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Bizonyitas:
(2)=(1). A(L) antiszimmetridja az aldbbi implikdcié kovetkezménye:
[ulg = [v]g és (u,v) nem f-tiltott = u = v.

A(L) tranzitiv tulajdonsdganak bizonyitdsdhoz legyen (u,v) € A(L) és
(v,w) € AN(L). Ekkor ([u]g,[v]g) € L és ([v]g,[w]e) € L miatt kovetkezik,
hogy ([u]q) ,|wlg) € L. Tegyiik fel, hogy az (u,w) par f-tiltott. Ekkor az
[u]; = [w]; f-komponens tartalmaz ciklikus elemet, melyet jeloljiink c-vel,
és {ft(u), fH(w)} C [c]g valamely ¢ > 0 egész szamra. L kompatibilitdsa az
(A*, f*) paron biztositja azt, hogy

lclg = [f(w)]g <o [f'(0)]p <o [f'(w)], = [cg,
ahonnan

[U]f: [U]f: [w]f = [C]f

kovetkezik. Mivel (u,v) és (v, w) nem f-tiltott parok, ennélfogva
TL(C) | d(“’a C) - d(’U, C) és TL(C) | d(’U, C) - d(wa C)a

ahol n(c) a c ciklikus elem periédusa és d(z,c) jeloli az z € [c]; elem
tavolsagat a c ciklikus elemtol. Tehéat

n(c) | d(u,c) — d(w,c),

ami ellentmonddasban &ll azzal, hogy az (u, w) par f-tiltott. Kovetkezésképpen
(u,w) nem f-tiltott és (u,w) € A(L).

A A(L) kompatibilitdsa az (A, f) paron annak a kovetkezménye, hogy L
kompatibilis az (A*, f*) paron valamint annak, hogy

(u,v) nem f-tiltott = (f(u), f(v)) nem f-tiltott.

A leirtak egyenes kovetkezménye az, hogy r C A\(L) és A(L) f-kvazilinearis.
(1)=(2). Ha R € QL(A, f,<,), akkor r C R miatt kapjuk, hogy
r* C R* és
LA f*,<pe) C LA, f*, <,x).
Tekintsiik az R* egy L € L(A*, f*, <r~) kompatibilis lineéris kiterjesztését.
Azt &llitjuk, hogy R = A(L).
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Ha (z,y) € R akkor (z,y) nem f-tiltott a 2.17. Allitds (2) része miatt és
([2]s [v]s) € p(R) C R"C L

alapjdn adddik, hogy (x,y) € A(L).

Ha (z,y) € ML), akkor (z,y) nem f-tiltott és (x,y) ¢ R azt
eredményezné, hogy (y,z) € R. Igy tehét az el8bbick szerint (y,z) € ML),
ahonnan \(L) antiszimmetridja miatt az x = y ellentmondashoz jutunk. [J

3.4. Definicio.
Az (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra esetén a

(3.2) (A f,<)= [ R
REQL(A,f,<r)
metszetet az r részbenrendezés lezdrtjanak nevezzik az (A, f) pdrra nézve.

A OL(A, f,<,) halmaz sohasem iires [20] értelmében (ez a tény
megkaphaté a 3.3. Tétel trividlis kovetkezményeként is), igy (3.2) mono-
ton, idempotens és extenziv tulajdonsidgokkal rendelkezé lezardasi operatort
eredményez az (A, f) undris algebra kompatibilis részbenrendezéseinek hal-

mazan.

3.5. Kovetkezmény.
Az (A, f, <,) részbenrendezett undris algebrdra

clA,f.<,)={(z,y) e Ax A|(z]g, [yle) €CA"f"<p) €s (x,y) nem f-tiltott}.

Bizonyitas:

4 f<)= [ R= (] ML=

ReQL(Af,<+) LEL(A* f*,<,x)

= (u,v) € Ax Al ([ulg,[v]e) € ﬂ L és (u,v) nem f-tiltott
LEL(A* f*,<,)

és QLAY f* <) = LAY f*<,+) miatt
m L:CI(A*af*7§r*>-

LeL(A* f*,<»)
O

A cl(A, f,<,) leirdséhoz a 3.5. Kovetkezmény miatt kizardlag a
cl(A*, f*, <,~) megaddsa sziikséges.
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3.3 (A, f,<,) NEVEZETES ELEMEI
Vezessiik be az aldbbi fogalmakat [48] megfelelé definici6i alapjan (2.11. De-
finicio).

3.6. Definicio.
Az (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra a € A eleme

(1) T-definit, ha fP(a) <, f%(a) valamely 0 < p < q egész szdmokra,
(2) |-definit, ha fi(a) <, fP(a) valamely 0 < p < q egész szamokra,
(3) indefinit, ha fP(a) # fi(a) esetén fP(a) és fi(a) dsszehasonlithatatlan

az r reldaciora nézve minden O < p,q egész szamra.

Konnyt észrevenni, hogy ciklusmentes f fliggvény esetén a fenti definiciok
teljesen megegyeznek [48] megfelelé definicidival (2.11. Definici6). Nyilvan-
valé, hogy minden a € A esetén fennall a fenti definicié (1), (2) és (3)
esetének egyike. Ha a indefinit elem, akkor magatol értetodik, hogy a nem
lehet T-definit és nem lehet |-definit. A [48] dolgozat 1. Lemméjanak al-
kalmazasaval (2.9. Lemma) adédik (csekély mértékben megvéltoztatva a
bizonyités elsé részét), hogy a nem lehet T-definit és |-definit elem egy-
szerre. Ezt a nemtrivialis tényt megkaphatjuk az aldbbi lemma kozvetlen
kovetkezményeként is.

3.7. Lemma.
Ha (A, f,<,) részbenrendezelt undris algebra és a € A, akkor az aldbbi kije-
lentések ekvivalensek:

(1) Az a elem 1-definit (|-definit) (indefinit) (A, f,<,)-ban.
(2) [aly T-definit (|-definit) (indefinit) (A*, f*, <,)-ban.
Bizonyitas:
(1)==(2). Ha az a elem 1-definit, akkor
fP(a) <, fi(a)
valamely 0 < p < ¢ egész szdmokra és
(f)(lalg) = [P (a)]lp <r [f(a)ly = (f*)"([a],)

teljestil. Ha [f?(a)]s = [f9(a)], teljesiilne, akkor fP(a) és f9(a) kiilonbozo,
az 1 relacid szerint Osszehasonlithaté elemek lennének az [f?(a)], = [f%(a)g
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antilancban, amely egy teljes ciklus. Tehat [fP(a)]s # [f%(a)]ly. Azaz [alg
T-definit elem (A*, f*, <,«)-ban.
Amennyiben a |-definit elem, akkor hasonl6 gondolatmenet alkalmazhato.
Legyen a indefinit elem és tegytik fel, hogy [a], nem indefinit elem. Ekkor

[fP(a)lg <m [fU(a)]g és [fP(a)]y # [f¥(a)]y valamely O < p, g egész szdmokra.
A 3.2. Lemma miatt

frla) < fH9a) 6 fT7P(a) <5 fU(a)
teljesiil valamely 0 < 7, j esetén. Tegyiik fel, hogy
frla) = f*a) & fIP(a) = fU(a).
Ekkor
fra) = f1(f%a) & fUa) = fP(a) = ().
Arra kévetkeztethetiink tehat, hogy
f*(a) € [fP(a)]y N [f(a)]y = 2,

ami ellentmondés. Igy vagy fP(a) # fi+9(a) vagy fit2(a) # f%(a) 4ll ellent-
mondasban az a elem indefinit tulajdonsagaval.
(2)==(1). Ha [a]4 T-definit elem, akkor a 3.6. Definici6 (1) része alapjan

(f)P([alg) <m (f7)(lalg)
teljestil valamely 0 < p < q egész szamokra. Emiatt
[P (@) <r- [[*(a)]y
és alkalmazva a 3.2. Lemmat azt kapjuk, hogy
fr(a) <, [ (a)
valamely 0 < i esetén. Mivel p < ¢q és fi(a) = f97P(fP(a)), igy
fP(a) = f"(a) = f'(f"(a))

azt eredményezné, hogy f%(a) € [fP(a)ls, ami ellentmond annak, hogy

[f7(a)]g # [f*(a)]. Emiatt
fP(a) <, f*'(a)

és ezért a T-definit elem.
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Ha [a]s |-definit elem, akkor a -definit esethez hasonlé gondolatmenet
alkalmazhaté a bizonyitas soran.
Legyen [a], indefinit és tegyiik fel, hogy a nem indefinit. Ekkor

(3:3) fPla) <, f4(a)

valamely 0 < p,q egész szamokra és fP(a) # fi(a). Vildgos, hogy (3.3)
kovetkezménye az, hogy

[P (@)lg <e [F*(a)lg -

Az [fP(a)]ly = [f%(a)]s egyenléség azt eredményezné, hogy fP(a) és fi(a)
kiilénboz6, az r relaci6 szerint dsszehasonlithaté elemei az [f?(a)], = [f%(a)g
antilancnak, amely egy teljes ciklus. Azaz [f?(a)]g # [f9(a)]s- Igy

() ((ale) = [P (@] < [f*(a)le = (f7)*([als)

teljesiil, amely ellentmond [a], indefinit tulajdonsdgénak. Tehat a indefinit
elem. O

3.8. Kovetkezmény.
Ha (A, f,<,) részbenrendezett undris algebra és a € A, akkor a T-definit,
L-definit és indefinit tulajdonsdgok kozil az a elem pontosan egyet teljesit.

Bizonyitas:

A 2.9. Lemma biztositja azt, hogy az [a], elem a ciklusmentes (A*, f*, <,.)
részbenrendezett unaris algebraban a T-definit, |-definit és indefinit tulaj-
donsagok koziil pontosan egyet teljesit. O

3.4 A METSZET LEfRASA
Definidljuk az M;, M| és M halmazokat tigy, mint [49]-ben.

3.9. Definicio.

My = {(z,y) € AxA |z 1 -definit, (Im)(3)0 < m <t, f'(x) <, f"(y) # f"(x)},
M, = {(z,y) € AxA |z | -definit, (3m)(3)0 <t <m, f'(x) <, f"(y) # f"(x)},
<m<t0<t <m

M = {(z,y) € AXA | x indefinit, (Im)
Fi(a) <o f™(y) # f (), 1

—
LLI
~
N~—
—~
=)
N>
— =+
LL
~
\_/\_;
(@]
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Készitsiik el tovabba az alabbi halmazt:
P ={(z,y) € Ax Al (z,y) nem f-tiltott}.

Ha az f fliggvény ciklusmentes, akkor P = A x A és [49] f& eredményének
értelmében

(A, f,<,) =My UM UM U{(z,x) | x € A}.
fgy, felhasznalva f* ciklusmentességét, az alabbi egyenloség irhaté fel:
(3.4) cl(A%, f*, <o) = M UM UM U{([7]y,[2]s) | v € A}

A (3.4) eredményt felhaszndlva bizonyitjuk az aldbbi tételt, amely
részbenrendezett unaris algebra esetén teljes leirast ad az r részbenrendezés
maximalis kompatibilis kiterjesztéseinek metszetérdol.

3.10. Tétel.
Ha (A, f, <,) részbenrendezelt undris algebra, akkor

(A, f,. <) =My UM UM U{(z,z) | x € A})NP.

Bizonyitas:
Tekintsiik az (z,y) € M; N P elempart. Ekkor a 3.6. Definicié és a 3.9. Defi-
nicio szerint
fPx) < f4(2)
valamely 0 < p < q egész szamokra és
fi@) <o fMy) # (@)
valamely 0 < m <t egész szamokra. Tegytk fel, hogy
(‘Ta y) ¢ CI(A7 fa ST)

Ekkor (z,y) ¢ R valamely R € QL(A, f,<,) esetén és (z,y) € P miatt
(y,z) € R adédik. Kovetkezésképpen

") <w f™(@).
A 3.3. Tétel miatt van olyan L € L(A*, f*, <,+) amire
R=XL) = {(u,v) € P[([ulg,[v]y) € L}.
Azt allitjuk, hogy

(3.5) [ <1 [f(z)]s -
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Tegyiik fel, hogy [f(x)]s <p [7]s. Ekkor azt kapjuk, hogy

[F(@)]e <i [f7(2)lg

az f* figgvénynek az L relaciéra vonatkozo rendezéstarté tulajdonsaga mi-
att. Mivel

ff(z) < fU(x)
kozvetlen kovetkezménye az, hogy

7(@)]g <re [f1(@)]g
igy

/7 (@)]e < [f'(@)]g
ahonnan azt kapjuk, hogy

[f7(@)]e = [f*(2)] -

Most azonban f?(x) és f4(x) kiilonbo6z6, az r relacié szerint 6sszehasonlithaté
elemei az [fP(z)], = [f4(x)]g 7 relaciéra vonatkozé antildncnak, igy ellent-
mondasra jutottunk. Teh&t

[f(@)]lp £o [t

és L linearitasa miatt adddik (3.5). Felhasznalva (3.5)-6t, az f* fiiggvénynek
az L relaciora vonatkozé rendezéstarté tulajdonsdgat, valamint azt, hogy

fHx) <, f™(y) kapjuk, hogy
™ (@)]e <o [f(2)] g <o " W)]e -

Masrészt, f"(y) <g f™(z) kévetkezménye az, hogy [f"(y)]s <r [f™(2)]s,
ahonnan [f"(z)]e = [f™(y)]e kovetkezik. Mivel f™(y) és f™(x) kiilonbozo,
az R-relaciéra nézve dsszehasonlithaté elemek az [f™(x)]y = [f™(v)]e tel-
jes ciklusban, amely antilanc az R relacidra, igy ellentmondésra jutottunk.
Kovetkezésképpen (x,y) € cl(A, f,<,), azaz

(3.6) M,NPCcllA, f, <,).
Hasonlé érveléssel bizonyithatd, hogy

(3.7) M, NP CcllA, f, <,).
Azt kell még megmutatnunk, hogy

(3.8) MNPCclA f, <,).
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Legyen (z,y) € M N P. Ekkor fP(z) és f?(x) Osszehasonlithatatlan elemek
az r relaciéra nézve minden olyan 0 < p, ¢ egész szamra, ahol fP(x) # fi(x),
tovabba

fia) <o f™y) # @), @) < ™) # (@)

teljesiil valamely 0 < m <t és 0 < t' < m' egész szamok esetén. Tegyiik fel,

hogy
(z,y) ¢ cl(A, [, <,).

Ekkor (z,y) ¢ R valamely R € QL(A, f,<,) esetén és (v,y) € P azt
eredményezi, hogy (y,z) € R. Tehat
") < fM@) & () <p M),
A 3.3. Tétel miatt
R =AL) ={(u,v) € P|([ulg,[v]s) € L}
valamely L € L(A*, f*, <,+) esetén. Azt kapjuk tehét, hogy

[F1(@)]g <o [ W)e <o [ (@) & [f* (@) <o [f" (W)]o <c [f™ (2)]e-

Az L linearitasa miatt vagy [z]g <p [f(2)]s vagy [f(2)]e <1 [x]s teljesiil.
Ha [z], <p [f(2)], akkor az f* fiiggvénynek az L-re vonatkozd ren-
dezéstarté tulajdonsaga miatt

/™ (@)e <z [f'(2)]4

kovetkezik, ahonnan

[f' @] =1"Wle =" (2)]s

adédik. Most f™(y) és f™(z) kiillonb6z6, az R reldcid szerint 6sszehasonlithatd
elemei az [f™(x)]s = [["(y)]4 teljes ciklusnak, amely antildnc az R-re nézve,
igy ellentmondasra jutottunk.

Ha [f(2)]e <i []g, akkor f* L-re vonatkozé rendezéstarté tulajdonséga
miatt

™ (@)]e <z [ (2)]a,

ahonnan

/

[ @)e = [f" W)]e = [/ (@)]e
kovetkezik.  Mivel f™(y) és f™(z) kiilonbozd, az R reldcié szerint
osszehasonlithaté elemei az [f™ (z)]e = [f™ (y)]s teljes ciklusnak, amely
antilanc r-re nézve, igy ismét ellentmondésra jutottunk, azaz (3.8) teljesiil.
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A bizonyitas masodik részében az alabbi tartalmazast fogjuk igazolni:
cl(A, f,<,) C (MyUM UM U{(x,z) | x € A})N P.
Egy (z,y) € cl(A, f,<,) esetén a 3.5. Kévetkezmény azt adja, hogy
([7lg » [Wlg) € cl(A”, [, <o) = M7 UMT UM U{([z]4, [7]) | z € A}

valamint azt, hogy (z,y) € P. Az aldbbi eseteket kell megvizsgalnunk.
1. eset: Ha ([z]y, [vle) € M7, akkor [z]g T-definit elem és

(f)([z)e) <o ()" (WWle) # (F)"([2]a)

[F1(@)]g <o [ W)e # L/ (@)]s

kovetkezik valamely 0 < m <t egész szamokra. A 3.7. Lemma alapjan ekkor
x is T-definit. A 3.2. Lemma alkalmazasaval kapjuk, hogy

fH (@) <0 f™(y)

valamely 0 < j egész szamra. fgy tehat m < j 4+t és

@) <0 f™(y) # ()

miatt (z,y) € M; kovetkezik.
2. eset: Ha ([z]y, [y]ls) € M], akkor [z], |-definit elem és

(f) ' (2le) <o (F)™(Wle) # (f)" ([2])
[ @)e <o Lf"W)o # [/ (@)]o

teljestil valamely 0 < ¢t < m egész szamokra. A 3.7. Lemma miatt z is
|-definit elem. Alkalmazva a 3.2. Lemmat azt kapjuk, hogy

fl@) < [ y) 6 P (r) < f™(y)

valamely 0 < i, j egész szamokra.
Ha

fAm(y) # (),
akkor t <i+m és fi(z) <, [T (y) # [T (x) miatt (z,y) € M| adddik.
Tegytik fel, hogy

i y) = [ @),
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ekkor i > 1 mivel f™(y) # f™(z). Ha most az fi'(z) <, [f7™(y)
egyenlotlenségnél erésebb

fi@) <, f(y) = [ (@)

feltétel teljesiilne, akkor t < ¢ +m alapjan az kovetkezne, hogy x T-definit
elem, ami ellentmondas. Ezért

fi@) =7 (y) = [ ().

Azaz f"(y) € [f'(x)]; és f'(x) ciklikus elem. At < mést < j+t
egyenlétlenségek miatt az f™(x) és az f/7(x) elemek szintén ciklikus elemek
[f'(x)]-ben. Az (f™(x), f™(y)) € P tartalmazds annak a kovetkezménye,
hogy (z,y) € P és f7"(z) <, f™(y) miatt (f/*(x), f"(y)) € P is teljesiil,
igy a 2.20. Allitést alkalmazva kapjuk, hogy

(@) = f(@).
Most (z,y) € M| annak a kévetkezménye, hogy
@) = @) < fy) # ().

3. eset: Ha ([z]y,[y]s) € M*, akkor 2], indefinit elem és

(F) ([2le) <o ()™ ([W]) # ()™ ([2]),
valamint
(" ([2]5) <e (FY™ (Wle) # (™ ([2]4),

[F'(@)]g <o " W))a # L™ (@)]g & [F7 (2)]o <o [F™ W)]e # [F™ (2)]e

adodik valamely 0 < m <t és 0 <t/ < m’ egész szdmokra. A 3.7. Lemma
miatt x indefinit elem. A 3.2. Lemma ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy

() < ()
és / .y . ,
fr) < (), () <0 7 ()

valamilyen 0 < j, 7', j' egész szamok esetén. Tehdt

m<j+t, )< My) A )
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és
t<i'+m,  fe) < ().

Ha f7+7(y) # 7+ (x), akkor (z,y) € M.

Tegyiik fel, hogy f"*™ (y) = f**™ (x). Ekkor ¢ > 1, mert f™(y) #
™ (x). Most '

fra) # 7 (@)
és ' 4
foa) < f ) = 1 ()

azt eredményezné, hogy x nem indefinit elem, ami ellentmondas.

Emiatt

[y = ) = S ()
és t' < i' +m'. Tehdt f™(y) € [f¥(x)]; és f'(z) ciklikus elem. Mivel
t<m ést < j 4t ezért az f(2) és f7H (x) ugyancsak ciklikus elemek
[f¥ (x)];-ben. Most (f™ (z), f™ (y)) € P abbél kbvetkezik, hogy (z,y) € P és
(f ' (x), f™ (y)) € P abbdl adédik, hogy fi'+'(z) <, f™ (y). A 2.20. Alli-
tast felhasznalva kapjuk, hogy

/

JH (@) = ().

Tehét (z,y) € M most annak a kovetkezménye, hogy

’

(@) = @) <, 7 (y) # ().

4. eset: Ha ([2ly. [1l,) € {([2ly.[le) | & € A}, akkor [a], = [y, &
(z,y) € P miatt x = y adddik. O

Ha f: A — A r-szerint antimonoton, akkor nyilvanvald, hogy

fP=fof

r-szerint monoton lesz.
A fentiek alapjan megfogalmazhatjuk az alabbi kovetkezményt részbenrendezés
antimonotonitast 0rzo linedris kiterjesztéseinek metszetérol.

3.11. Kovetkezmény.
Legyen (A, <,.) részbenrendezett halmaz és f : A — A r-szerint antimonoton
figgvény. FEkkor

cl(A, %, <) C m{/\ | » C X\ linedris rendezés és [ A-antimonoton.}
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4 ALKALMAZASOK

Jelen fejezetben két alkalmazast mutatunk be. Az els6 példankban ciklus-
mentes részbenrendezett unaris algebra esetén adunk meg egy specidlis kom-
patibilis részbenrendezést, amelynek lezartjat is meghatarozzuk. A 4.1. alfe-
jezet eredményei az [SZ10] cikkben olvashatdak.

Masodik példankban nem koveteljik meg az f fliggvény ciklusmentes-
ségét, igy a megadott részbenrendezés esetén a lezart néhany elemének
meghatdrozasdhoz felhasznaljuk a metszet pontos leirasat kimondé 3.10. Té-
telt, amely a bemutatott példaval egyiitt az [SZ8] cikkben olvashat6. A
3.10. Tétel algoritmizalhatosagara alapozva a metszet valamennyi elemének
meghatarozasara szamitégépes programot készitettiink a Maple programcso-
mag segitségével. A kapott eredményeket az [SZ9] dolgozat tartalmazza.

4.1 Az ACIKLIKUS (A, f,f) RESZBENRENDEZETT UNARIS
ALGEBRA

Ha az (A, f,<,) részbenrendezett unaris algebra esetén az f : A — A
fiiggvény ciklusmentes, akkor az

rf:Cl(AhfaST): ﬂ R = ﬂ R

ReQL(A,f,<r) ReL(A,f,<r)

relacio, amely az r részbenrendezés lezartja, kompatibilis részbenrendezése
(A, f)-nek. Amennyiben r; = r, akkor azt mondjuk, hogy az r relacié
hiien reprezentdlhato. Ekkor az (A, f,r) undris algebrat hiien reprezentaltnak
nevezzik.

Az (A, f) undris algebranak a H C A részhalmaz altal generdlt
részalgebrajat jelolje (H) ;. Ha H = {x}, akkor ({z}) helyett (z) ;-et frunk.
Megjegyezziik, hogy az x € A elem altal generalt részalgebra nem mas, mint

az r elem f-orbitja:
(@) = {2, f(2), [*(2),..}.
Konnyen lathato, hogy

(Hyp = J (@)

zeH

Definidljuk az f C A x A relaciét a kovetkezéképpen:

zfy & (2)y C ().

Vildgos, hogy (x); C (y); pontosan akkor teljesill, ha = € (y)y, azaz ha
x = f*(y) valamilyen k > 0 egészre.

36



4. ALKALMAZASOK

4.1. Allités.
Az (A, f) undris algebrdra a kévetkezd kijelentések ekvivalensek:

(1) f ciklusmentes.
(2) f antiszimmetrikus.

Bizonyitas:

(1)=(2). Tegyiik fel, hogy az z,y € A clemekre zfy és yfz. Ekkor
(x)r = (y) s, ahonnan = = f™(y) és y = f"(z) kovetkezik (m > 0ésn >0
egész szamok). Igy

z=f"(f"(x) = f""(2),
ahonnan f ciklusmentessége miatt

r=f(x)=..=f"(z)=..= f""(x)

kovetkezik. Tehat
v = [f"(z) =y
(2)=(1). Tegyiik fel, hogy a 0 < m < n egészekre f™(z) = f"(x). Ekkor

(f" @) s = (" (@),
hiszen (f™+(x)); C (f™(z)); nyilvanvaléan teljesiil és
fri@) = T ()
miatt (f™(z)); C (f™(z)); is teljesiil. Igy
fr@frmti@) s ) fm ),
ahonnan az f antiszimmetrigjabél f™(z) = f™+!(z) kovetkezik. Tehat

f(x) = ") = ... = f"(2)

is rogton adodik. O]

4.2. Allitss. A
Az (A, f) ciklusmentes undris algebrdnak f kompatibilis részbenrendezése.
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Bizonyitas:
J mindig reflexiv és tranzitiv, a ciklusmentes esetben pedig a 4.1. Allitds
szerint még antiszimmetrikus is. Ha az x,y € A elemekre z fy, akkor

(r)r € {y)y
miatt © = f™(y) valamely m > 0 egész szamra. Igy f(z) = f™(f(y)) adédik,
ahonnan
(f(@)r S (fy))s
azaz
F@)ffy)
kovetkezik. O

~

Az (f)s lezart meghatarozasahoz tovabbi allitasok és definicidk szitkségesek.

4.3. Allités.
Tegyiik fel, hogy az (A, f) ciklusmentes undris algebra x,y € A elemeire
() s N (y)s # @. Ekkor pontosan egy olyan z € A elem létezik, amelyre

(@) Ny s = (2)s

teljesil. Ezt az elemet az x és y elemek f-metszetének nevezzik, jelolésére
az xA\y- t hasznaljuk.

Bizonyitas:
(x)r N (y) s # @ miatt értelmes az

n=min{k >0 | f*(z) € (y)s}
definici6. Azt allitjuk, hogy a z = f"(x) elemre
(@) N (y)r = (2)s

teljesiil. A

(2) S () N {Y)s
tartalmazds nyilvanvalé, mésrészt u € (x); N (y); esetén u = f*(z) € (y)s
valamilyen k > 0 egésare. Tgy k > n és u = f*"(f"(x)) = f*"(2) € (2);.
Az, hogy pontosan egy olyan z € A elem van, amelyre

(@) N y)y = (2)s

a 4.1. Allitds kovetkezménye. O
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4.4. Definicié.
Ha az (A, f) ciklusmentes undris algebra x,y € A elemeire (x)f N (y) s # O,
akkor leqgyen az x €s y elemek f-tavolsdga:

0z, y) = [({x)r \ W) ) U (@) \ (@) ) = [@) s \ (wd sl + [{w) s \ (@) gl

4.5. Megjegyzés.

A 2.16. Definiciéban mar szerepelt egy tavolsiag fogalom, amely ciklikus elem-
hez kapcsolddott. A 4.4. Definicidébeli tavolsagot ciklikus elemet nem tartal-
mazé (A, f) par esetén értelmeztiik és nem keverendd Gssze a kordbbi foga-
lommal.

A 4.3. Allités miatt az z és y elemek f-tavolsdga () N (y) s # O esetén:

0(z,y) = [{x)r \ (xDy) sl + ) s \ (xDy) ],

mert

@)\ @)y = (@) \ (@) N {)yp) = () \ (2Dy)

és hasonldéan
W\ (@)= (y)s\ (DY)

4.6. Allitas.
Ha az (A, f) ciklusmentes undris algebra x,y € A elemeire (x); N (y) s # 2,
akkor

(@) \ W)sl = )5 \ (2Dy)s| = min{k > 0 | f*(2) € (y)s} < N(@),
ahol N(z) a 2.7. Definiciéval megadott [épésszam.
Bizonyitas: )
Legyen n = min{k > 0 | f*(z) € (y);}. Ekkor a 4.3. Allitds bizonyitdsabdl
tudjuk, hogy zAy = f"(x). Két esetet kiillonboztetiink meg.
(1) Ha N(z) = oo, akkor n < N(z) és
(@) \ (" (@) = {5 (@) [k = 03\ {f*(2)[k > n}],

azaz

)\ (@] = e F(@), o 7 ()} =
(2) Ha N = N(z) < o0, akkor N < n esetén

(@) 0 )y =A{2, f(@), o [N @)} N )y =2
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adddna, ami ellentmond a feltételezéstinknek. Tehat n < N és

) \ (P @) gl = Ha, f(@), ooy FY @I\ AL (@), oy £ (@)1,

azaz

(@) \ (" (@)l = Ha, f(2), o [ (@)} = 1.

Konnyen lathat6, hogy (xAy) s \ () = @ miatt a 4.6. Allitésban

[{2)r \ W)sl = [@)p \ (@Dy) | = 0(x, 2Dy).

Az alébbi tétel az (A, f) ciklusmentes unéris algebra f részbenrendezésének
lezartjat irja le.

4.7. Tétel. R
Az (A, f) ciklusmentes unaris algebra f kompatibilis részbenrendezésének az
(f)f lezdrtjdra és az x,y € A elemekre teljestil, hogy:

A

(,y) € (f)y & hax =y, vagy (x); N{y)s # D és é(z,xly) < (y, zLy).

Bizonyitas:

Mivel az (A, f, f) ciklusmentes részbenrendezett unaris algebra minden x € A
!

elemére (f(x)); C (z)y, azaz (f(x),z) € f, azért a 2.10. Lemmabd] konnyen
kaphatjuk az

(N5 = {@IEm)0 < m, f™(2) [ (), [ (x) # " ()} U {(@, )] € A}

eléallitast. Igy (z,y) € (f)f esetén z = y, vagy (f"(z))y C (f™(y))s és
f™(x) # f™(y) teljestil valamilyen m > 0 egészre. Tegyiik fel, hogy

k=d(z,2Ay) > o(y,xAy) = L.
Ekkor f™(z) € (y); miatt a 4.6. Allitasbol m > k kovetkezik. Az
fr(@) = (@) = i)
és
™) = ) = (@ ly)

egyenloségek miatt

f(y) = " (@),
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ahonnan (f™(y)); C (f
donsagabdl az f™(z) =
Ha most (z) 1 (5} 7

"(z))r adédik. Az f relcié antiszimmetrikus tulaj-
f™(y) ellentmondéshoz jutunk.
# O és

m = d(z,zAy) < d(y,xAy) =1,

akkor
fix) =aly = fly) = (")
szerint (f™(x)); € (f™(y));. Masrészt a 4.6. Allitasbsl m < I < N(y)

adddik, ahonnan
™) # fiy) = (@)

kovetkezik. Tehdt az (f); eléallitdsa szerint (z,y) € (f); (az = y esetben
ez nyilvanvald.) O
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4.2 EGY KONKRET CIKLIKUS (A, f, <;) RESZBENRENDEZETT
UNARIS ALGEBRA

Legyen
2P <p<p3<qa<@<@<qu<r

primszamok egy sorozata és tekintsiik az egész szamok halmazénak az alabbi,
megszamlalhatoan végtelen szamossagu részhalmazat:

A= {ppy2pseait gy gy g tr® | m; > 0,n; > 0,4 € {1,2,3},
je{1,2,3,4}, k > 0}.

Az A halmaznak egy természetes részbenrendezése az oszthatdsagi reldcio.
Amennyiben z,y € A, akkor alkalmazzuk az = <; y jelolést, ha = | y.
Definidljuk az f : A — A fiiggvényt az x = p{" phy?p5? ¢ &2 q5* ¢ *r* elemen
a kovetkezoképpen:
S U A A A I i U A A A A

ahol (I) = [, hal > 0 és (I) = 0, ha l < 0. Megjegyezziik, hogy
((I) = 1) = (I — 1). Vilagos, hogy = <4 y esetén f(x) <4 f(y) is teljesiil, azaz
<4 kompatibilis részbenrendezés, tehat (A, f, <;) részbenrendezett unaris al-
gebra. Tekintsiik az alabbi iterdltakat:

2/, m1, m2, m3 ni n2 n3 n4g k\ _ _ma m3 _mi1 nitnz+ng ng, (k—2
PPy 452 45 an ) = iy s ) ayir*?,
3(,m1,m2, m3 _ni n2 n3 n4g k\ _ mi _mo m3 nitnet+nz+ng, (k-3
PO pse e i 45245 ¢t rt) = i Py Py ) =3,
40, mi,m2,m3 ni ng n3 n4 k\ _  m3 _mi, _ma nit+nz+nz+ng, (k—4
FAOT P g 4y 5 gt ) = e P s ) i
5/, m1_mo, _m3 ni no n3 n4. k\ __ _mo_m3 _mi ni+nz+nsz+ng (k—5
FoOT Py ' 452 5t ah ) = PPy ps ) ri=9),

mi, M2, M3 ni N n3 n4. .k mi,.ma, ms3 ﬂ1+n2+n3+n4r<k—6>

F i o R R A I S U A7
A fent leirtakbdl kévetkezik, hogy barmely x € A esetén

fﬁ(I) <4 fB(x) és f<k_3>+6(:)3) _ f<k_3>+3(x)

teljestil. Emiatt, ha f9(x) # f3(x), akkor az x elem |-definit tulajdonsdgu.
Nyilvanvalo, hogy

fo(x) = f3(x) & 0<k<3.

Barmely = € A és i € {1,2,4,5} esetén az aldbbi ekvivalencidk a fenti
szamolasok egyszerii kovetkezményei.
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(1) 2 <g fi(z) = mi=my=m3,no=ng=ny =k =0é x = f(x),
(2) 2 <q fP(x) = ny=ng=ng =k =0¢é x = f3(x),

(3)

(4)

fg(x) <gr<s==ng=ng=ng4 =0 és x = fg(q;)rk*<k*3>‘

4.8. Allitss.
Az (A, f,<q) részbenrendezett undris algebra esetén M; = &.

Bizonyitas:
Tegytik fel, hogy z € A egy T-definit elem. Ekkor

Fla)=1() &  fi(2)<af(2)

teljesiil valamely 0 < i < j egészekre. Alkalmazva az f9(z) = f3(2)
egyenlGséget megallapithatjuk, hogy

fi(2) <a F(2) = F(2)
valamely 0 < i < j’ < j egészekre, ahol 1 < j' —¢ < 5. Ekkor
z=f(2) <a [V (2) = 7 (@)
ellentmond (1)-nek és (2)-nek is. Tehat nincs T-definit elem, azaz
M =o.
[l

Legyen z € A indefinit elem. Ekkor f(z) = f3(z), 0 < k < 3 és
fi(z) és fi(z) Osszehasonlithatatlan elemek minden 0 < 7,j esetén, ahol
fi(x) # f7(x). Amiatt, hogy f%(x) = f3(x), az = elem indefinit tulajdonsdga
ekvivalens azzal, hogy az

{z, f(2), (@), (), [1(2), f*(2)}

halmaz antilénc. Mivel f'(z) <4 f7(z) nem kovetkezhet be 0 < i < j <5
esetén, igy csak az fi(x) <q fi(z), 0 < i < j < 5 eseteket kell tekin-
teni. Alkalmazva a (3)-as és (4)-es ekvivalencidkat az alabbi (J) = 15 esetet
vizsgaljuk.

1. Ha i € {1,2,4,5}, akkor

fiz)<qr <= mi=my=ms, ng=ng=ny, =06 1<k <3.
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2. f3r)<gr<=mny=n3=ny=0¢é 1<k <3.
3. Ha i€ {1,2,4}, akkor

i) <q f(x) = mi=mg=m3, ng=n4 =0é2<k <3.

4. fHx) <q fx) <= ng=ny=0és2 <k <3.
5. Ha i € {1,2}, akkor

f2+i($) <df2($)<:>m1=mQ=m3, ng=0¢é k=3.

6. f°(z) <4 f2(x) <= nys=0és k=3.
7. Hai € {1,2}, akkor f3%(z) <4 f3(x) lehetetlen.
8. f°(z) <4 f*(x) lehetetlen.

Tehat x akkor és csak akkor indefinit elem, ha teljesiil az alabbi feltételek
egyike:

(a) &
(b) k=1 és {ng,n3,ng} # {0},
(c) k=2 és {ns,ni} # {0},
(d) k=3ésnyg#0.

Minden més esetben z |-definit elem.
Tekintsiik az

T = PP Gadsqar”, w2 = f2(x1) = pipapial
és
Y = DiPap3qiagagar”
elemeket. Ekkor
[xl]f = [5172]]0 # [?/]f
Emiatt (x1,y) és (z2,y) nem f-tiltott parok. Mivel fO(z1) <4 f3(z1) és
[22]g = {72, f(22), f2($2)}

antildnc, azt kapjuk, hogy x; |-definit elem, x5 pedig indefinit elem. Az

(@) <a fT(y) # [T (21), Fo(x2) <a [T(y) # T (22)
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és
Fow2) <a fH(y) # ['(x2)
relaciokbol kovetkezik, hogy

(x1,y) € M| NP,

valamint az, hogy
(l’g,y) e MNP

Vegyiik tovabbd figyelembe, hogy (z1,y) és (xs,y) Osszehasonlithatatlan
parok a <; reldciéra nézve, igy a 3.10. Tétel miatt

(21,9), (x2,9) € (M UM U {(z,2) [z € A}) N P = cl(4, [, <a).

Az M| és M halmazok teljes leirdsa szamos aleset vizsgdlatdval jaré hosszu,
nagy szamolasigényti feladat.

Célszertibbnek tiint a cl(A, f, <,) metszet teljes leirdsdhoz szamitégépes
programot késziteni, amely az A halmaz, az f figgvény és a <; relacié
megadasa utdn meghatarozza a cl(A, f, <,;) halmaz valamennyi elemét. A
program alapjaul a 3.10. Tétel szolgalt. A Maple programcsomaggal késziilt
program képes kezelni az A halmaz elemeinek megvaltoztatasat, valamint
a kitevék moédositasat. A program elején megadhatjuk azt a 8 tetszdleges
primszamot, amelyek segitségével eldallithatjuk az A halmaz elemeit. Ezutan
a kitevok értékeinek maximumat adjuk meg. A lehetséges kitevék szamat
a tovabbiakban m-nel jeloljik. A program kétféleképpen tarolja az ele-
meket. Az A lista a halmaz konkrét elemeit tartalmazza, a B lista pedig
az elemek eloallitasahoz sziikséges kitevoket tarolja rendezett elemnyolcasok
formajaban. A program egy Cy matrixban térolja minden elem esetén az f
fliggvény els6 hat hatvanyahoz tartozo rendezett elemnyolcasnak a B listaban
szerepld indexét. A Cy matrix tartalmazza az iteraltak konkrét értékeit.

A teljes program tobb algoritmusbol épiil fel. A szamolasi id6
csOkkentéséhez célszerti a program elejére az f-tiltott parok keresésére
iranyuld eljarast beépiteni, ugyanis a metszetben csak azok az elemparok
szerepelhetnek, amelyek nem f-tiltott elemparok, igy a késobbiek sordn az
My, M| és M halmazok helyett elegendd lesz az My NP, M| NP é MNP
halmazokat megalkotni. Az f-tiltott parok kereséséhez sziikségilink lesz f
fixpotjaira és a ciklusok hosszara. Az alabbi algoritmus az f fliggvény fix-
pontjait, tehat az

= f(2)
Osszefiiggést kielégito elemeket hatdarozza meg. A fixpontok nem szerepelhet-
nek f-tiltott parokban sem elso, sem masodik komponensként, igy az f-tiltott
parok keresésekor figyelmen kiviil hagyhatéak. Mellézhetéek tovabba az A
halmaz mindazon x elemei, amelyekre [z]; tartalmaz fixpontot.
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4.9. Algoritmus.

1. Proc Fixpontok A futési id6: ©(n).
2. Input: ) tomb

3. B lista

4. Output: AB tomb

5. fix lista

6. for i < 1 to hossz(B) do

if az i-edik sor minden eleme egyenlo

o N

then fiz « [fiz,i]
9. fixp <« a fix lista konvertalasa halmazza
10. sor « []
11. for i « hossz(B) downto 1 do
12.  if az i-edik sor tartalmaz fixpontot
13. then sor « [sor, 1]
14. for i < 1 to hossz(sor) do
15. a Cp matrixbdl az i-edik sor torlése (= AB)
16. RETURN

A 4.9. Algoritmus eredménye az AB tomb, amely a Cy matrixhoz hasonléan
tarolja azokat elemeket és azok iteraltjait, ahol az elem iteraltjai kozott nincs
fixpont.

A kovetkezo algoritmus adott A-beli x elem esetén hatarozza meg az x
elem f-komponensében ([z]s-ben) talalhaté ciklus hosszét.

4.10. Algoritmus.

1. Proc Ciklus hossza A futési id6: ©(n).

2. Input: AB témb
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3. B, sor listak

W

. Output: ciklus vektor
5. for i < 1 to hossz(AB) do

6. for j — 1to 5 do

7. for k<—j+1to7do

8. if az ABJi, j| = ABJi, k]

9. then ciklusli] — (k — j)
10. RETURN

A 4.10. Algoritmus eredményeképp egy olyan vektort kapunk, amely tartal-
mazza a ciklusok hosszat.

Az f-tiltott parokat az alabbi algoritmus eredményezi. Az algoritmus
alapja a 2.14. Definici6 és a 2.15. Allités.

4.11. Algoritmus.

1. Proc Tiltott parok A futdsi id6: ©(n?).
2. Input: AB témb

3. ciklus vektor

4. Output: AB tomb

D. tiltott lista

6. tiltott — |]

7. for © «— 1 to hossz(AB) — 1 do

8. for y — = + 1 to hossz(AB) do

9. for k — 1to 4 do

10. for [ —1to 7 do

11. u«— ABlz, 1], v — ABly, 1]

12. if AB[x,k] = AB[x,k + ciklus|z]] and

ABlz, k] = ABJy,l] and (k—1) nem oszthaté m-mel
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13. then tiltott « [tiltott, [u, v], [v,u]]
14. RETURN

A 4.11. Algoritmus végén az f-tiltott elempédrokat egy listaban (tiltott)
kapjuk meg. Ez a lista olyan rendezett elemparokat tartalmaz, amelynek
komponenseit az AB matrix els6 oszlopabdl veszi ki az eljaras.

A kovetkezo6 algoritmus a |-definit, T-definit és az indefinit elemeket keresi
meg B-ben. Ebben az eljardsban a 3.6. Definiciét implementdljuk.

4.12. Algoritmus.

1. Proc Nevezetes elemek A futési id6: ©(n).
2. Input: C tomb

3. Cop t6mb

4. Output: lefele lista

5. felfele lista

6. indef lista

7. lefele — []

8. felfele — []

9. indef « []

10. for i <+ 1 to hossz(B) do

11. for j — 1to 6 do

12. for k—j+1to7do

13. if C[Coli, j], Coli, k]] = 1 and Cyli, 5] # Coli, k]
14. then felfele — [felfele,i]

15. if C[Co[i, k], Coli, j]] = 1 and Cyli, j] # Coli, k]
16. then lefele — [lefele, ]

17. lefelehalmaz <« a lefele lista konvertalasa halmazza

18. felfelehalmaz <« a felfele lista konvertalasa halmazza
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19. for i < 1 to hossz(B) do

20. if i ¢ lefelehalmaz and i ¢ felfelehalmaz
21. then indef « [indef,i]

22. RETURN

A metszet 1étrehozasahoz sziikségesek az My NP, My NP é MNP
halmazok. Itt a 3.9. Definici6 adja az eljarashoz sziikséges elméleti hatteret.
A M; NP és M; N P halmazok meghatdrozasara szolgalé eljarasok hasonld
szerkezetiiek.

4.13. Algoritmus.

1. Proc Felfeledefinit halmaz A futdsi id8: ©(n?).
2. Input: C tomb

tilthalmaz halmaz

5. fel felehalmaz halmaz

6. Output: felfeledefinit lista

7. felfeledefinit «— []

8. for z < 1 to hossz(B) do

9. for y < 1 to hossz(B) do

10. if [z,y] ¢ tilthalmaz and z € fel felehalmaz then
11. fort +—1to 7 do
12. for m <— 1tot do
13. if C|Co[z,t], Coly, m]] =1 and Cylz, m] # Coly, m]
14. then felfeledefinit « [fel feledefinit, [z, y]]
15. RETURN

Az M| N P-beli elemparok meghatdrozasa csak abban kiilonbozik az eléz6
algoritmustdl, hogy a t és m valtozdk szerepe felcserélodik.

49



4. ALKALMAZASOK

4.14. Algoritmus.

1. Proc Lefeledefinit halmaz A futdsi id6: ©(n?).

2. Input: C tomb

3. CO tomb
4. tilthalmaz halmaz
5. le felehalmaz halmaz

6. Output: lefelede finit lista

7. lefeledefinit « []

8. for < 1 to hossz(B) do

9. for y < 1 to hossz(B) do
10. if [z,y] ¢ tilthalmaz and z € lefelehalmaz then
11. for m <1 to 7 do
12. fort — 1 tom do
13. if C|Co[z,t], Coly, m]] =1 and Cylz, m] # Coly, m]
14. then lefeledefinit «— [lefeledefinit, [z, y]]
15. RETURN

Az M N P halmaz meghatarozasa bonyolultabb, hat egymasba agyazott
ciklus segitségével lehet megvaldsitani.  Ekkor ugyanis a vizsgalandd
feltételben tobb elempart kell egyszerre osszehasonlitani. Ennek az algorit-
musnak a futédsi ideje az el6zéekhez hasonléan ©(n?), azonban a hozzdtartozé
konstans értéke lényegesen nagyobb.

4.15. Algoritmus.

1. Proc Indefinit elempérok halmaza A futdsi idé: O(n?).
2. Input: C tomb

3. Co tomb
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4. tilthalmaz halmaz

5. inde f halmaz halmaz
6. Output: indefinit lista

7. indefinit — []

8. for < 1 to hossz(B) do

9. for y < 1 to hossz(B) do

10. if [z,y] ¢ tilthalmaz and z € indefhalmaz then

11. fort — 1to 7 do

12. for m «— 1 tot do

13. for m1 «+— 1 to 7 do

14. for t1 — 1 to ml do

15. if C[Cylx,t], Coly, m]] =1 and Coz, m] #
Coly, m] and C[Cy[z, t1], Coly, m1]] =1
and Cylx, ml] # Coly, m1]

16. then inde finit — [inde finit, [z, y]]

17. RETURN

A bemutatott algoritmusok alapjan elkészitett Maple program és a hozza
tartozé dokumentécié a www.uni-miskolc.hu/~matszisz honlap Publikacidk
meniipontja alatt megtalalhaté és onnan letoltheto. Az alabbi példaban be-
mutatjuk egy lehetséges futtatds numerikus jellemzdéit.

4.16. Példa.
Ha az els6 nyolc primszam felhasznédlasaval alkotjuk meg az A halmaz elemeit,
tehat a
{2,3,5,7,11,13,17,19}

primeket tekintjitk és a maximaélis kitevé 1, akkor |A| = 256. Ekkor nyil-
vanvald, hogy |A x A| = 65536. Az f fliggvény hatdsit egy adott elemre a
program ugy kezeli, hogy ha barmely primszam kitevdje a megengedett leg-
nagyobb érték felé esne, akkor ehelyett az 1 szerepel. Ezzel a technikéval azt
érjik el, hogy az f figgvény A-bol A-ba képez. Az f fiiggvényre négy fixpont
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adodik: 1,7,30,210. A futasi eredményekbdl megallapithatjuk, hogy azok-
ban az esetekben, amikor egy f-komponens tartalmaz valddi ciklust, akkor a
ciklus hossza kivétel nélkiil minden esetben 3. Az f-tiltott parok halmazanak
szamossaga 10848. Megjegyezziik, hogy ez az érték akkor sem véltozik, ha
mas primszamokbol épitjiik fel az A halmazt. A nevezetes elemek keresésére
irdnyuld szamolasok igazoltak elméleti eredményeink egyikét, hiszen T-definit
elemet a program sem talalt. |-definit elembdl esetiinkben 192 darab, mig
indefinit elembdl 64 darab van. Tovabba

My P| =0, |M, NP|=18260, |M N P|=2366

{(z,2) | x € A}| = 256.

Ennek megfelelGen:
Icl(A4, f, <4)| = 20882.

A kapott eredmények alapjan lehetéségiink nyilik arra is, hogy valamen-
nyi f-komponens vazlatat elkészitsiik. Ehhez nem kell mast tenni, mint a
kiilonbozo ciklusokat kivélasztani. Ezek egyike

C = {14,21,35}.

Egy adott f-komponens tovabbépitése az iterdltak felhasznélasaval az AB
tomb alapjan konnyen elvégezhetd. Az alabbi abran a C' ciklust tartalmazé
f-komponens egy részletét mutatjuk be.

385 55

1615
4.1. Abra
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Jol lathatd, hogy a (33,1615), (385,1615), (385,33) és (26,65) csak néhdny
azok kozil az f-tiltott elemparok koziil, amelyek a 4.1. Abrérdl leolvashato-
ak.

Az alabbi tablazat a Maple program futdsahoz sziikséges idoket tartal-

mazza. A programot két gépen futtattuk, az (1) gép fontosabb jellemzéi:

e Intel Pentium 4, 3 GHz processzor

e 1GB memoria

e Windows XP operaciés rendszer.

A (2) gép jellemz6i:

e Intel Core2 Quad Q9550, 2,83 GHz processzor

e 4GB memoria

e 64 bit-es Windows Vista ultimate operéaciés rendszer.

Szami- Szami-
Foladat: Eltelt id6 | tashoz Eltelt id6 | tashoz
) (D) sziikséges | (2) sziikséges
idé (1) idé (2)
P, A és B Kala- || 100 0.000 s 0.000 s 0.000 s
kitasa
C létrehozéasa 0.578 s 0.578 s 0.234 s 0.234 s
Co, O megalko- || ) o\ 4.062 s 1.529 s 1.259 s
tasa
fixpontok 5.140 s 0.500 s 1.716 s 0.187 s
meghatarozasa
ciklusok 5.202 s 0.062 s 1.747 s 0.031 s
vizsgalata
tiltott parok szd- || 7o -1 o | 71 547 s 18.767s | 17.02 s
mitasa
nevezetes elemek || -0 oo 0.078 s 18.830 s 0.063 s
meghatarozasa
felfele def. hal- |« oo 0.000 s 18.830 s 0.000 s
maz létrehozdasa
lefele def. hal- || 0y orr | 5537508 | 1404665 | 121.636 s
maz létrehozdasa
indef halmaz 16t} o= 190 & | 310.022s | 244.503 s | 104.037 s
rehozdasa
a metszet Iétre- |l )00 19 0 1 9088145 | 288.325 s | 43.822 s
hozésa
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5. KONGRUENCIAK RESZBENRENDEZETT HALMAZOKON

5 KONGRUENCIAK RESZBENRENDEZETT HALMA-
ZOKON

Jelen fejezetben megadjuk a részbenrendezett halmaz rendezés-kongruen-
cidinak és intervallum-kongruencidinak szamos tulajdonsidgat. Bizonyitjuk
tovabbda, hogy egy véges részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciai
olyan relativ komplementumos halét hoznak létre, amely teljesiti a Jordan-
Holder lancfeltételt, annak ellenére, hogy altalaban nem féligmodularis. Azt
is megmutatjuk, hogy ez a héalé akkor és csak akkor gyengén 0-disztributiv,
ha (A, <,) lanc vagy két elembdl allé antilanc.

A fejezet eredményei az [SZ1|, [SZ3] dolgozatokban, valamint a szerzé
Radeleczki Sandorral és Kortesi Péterrel kozos [SZ2] és [SZ5] cikkeiben
kertiltek publikalasra.

5.1 RENDEZES-KONGRUENCIAK JELLEMZOI

Ha p C A x A ekvivalenciarelacid, akkor jelolje [z], az © € A elem ekviva-
lencia osztélyat, A/p pedig jeldlje a p valamennyi ekvivalencia osztalyanak
halmazat. A tovabbiakban A jeloli az identikus relaciot, V pedig a teljes
relaciét az A halmazon.

Az alédbbi definicié alapjdul a [10] cikk szolgélt.

5.1. Definicié.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz és p C A x A ekvivalenciareldcié

A-n.

(1) Az xg,21,...., 0, € A, (n > 1) sorozatot p-sorozatnak nevezzik, ha
barmely i € {1,...,n} esetén vagy (xr;_1,x;) € p vagy x;—1 <, x; (azaz
(xi—1,2;) € pUr). Ha xg = x,, akkor p-kérrdl szélunk.

(2) A p relacio rendezés-kongruencia az (A, <,) részbenrendezett halmazon,
ha minden xg, Ty, ...,x, € A p-kor esetén

(o, = [21], = ... = [x0],
teljestil.

5.2. Megjegyzés.

Ha R kiterjesztése <,-nek, akkor az (A, <,) részbenrendezett halmaz minden
p-sorozata és p-kore (A, <g)-nek is p-sorozata és p-kore. Ezért az (A, <g)
minden rendezés-kongruencidja (A, <,)-nek is rendezés-kongruencigja.
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5.3. Definicio.

Ha (A, <,) és (B, <) részbenrendezett halmazok és f : A — B, akkor az
f figguényt izotonnak (rendezésérzének) nevezzik, ha bdrmely v,y € A és
x <,y esetén f(x) <, f(y).

5.4. Definicié.
Egy f : A — B fiiggvény magjin (kerneljén) a kévetkezd A-bol A-ba iranyulo
relaciot értyik:

Ker(f) :=={(z,y) [ z,y € A és f(z) = f(y)}.
Konnyen ellendrizhetd, hogy Ker(f) C A x A ekvivalenciareldcio.

5.5. Allitas.
Ha f : (A <,) — (B, <s) rendezéstarto figgvény, akkor Ker(f) C A x A
rendezéskongruencidja (A, <,)-nek.

Bizonyitas:
Legyen zg, x1,...,2, € A, (z;,2;41) € 7 U Ker(f) minden i € {0,....,n — 1}
esetén és xg = x,,. Ekkor f(x;) <; f(x;11) minden i-re, azaz

f(xO) Ss f(xl) Ss Ss f('rn> - f(ZE()),

ahonnan
[(@o) = f(@1) = ... = f(zn),
tehat
[PolKer(s) = P1lKer(s) = - = [#nlKer(y):

5.6. Allitas.
Legyen p rendezés-kongruencia az (A, <,) részbenrendezett halmazon. Ekkor
az

r/p={(z],yl,) | z,y € A és létezik x = xo, 21, ...,x, = y alaki p-sorozat}
reldcio jol definidlt és részbenrendezése A/p-nak. Tovdbbd a
k:A— Alp

kanonikus leképezés (<,,<,,,) szerint izoton.
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Bizonyitas:
Ha ([z],,[y],) € r/p és o' € [z],, ' # z, tovabba ¢ € [y|,, v # v, akkor
([z]p, [yl,) € /p miatt 1étezik

T =Ty .0y Tn =Y
p-sorozat, ahol z,y € A. 2’ € [z], miatt 2'pzx, vagyis 2/, x egy p-sorozat.
Tovabbd y' € [y], miatt ¥/ py. p szimmetridja miatt ypy' is teljesiil, igy y, '
szintén p-sorozat. Ekkor

/ /
T,r =20,y Tpn =0Y,Y

p-sorozat, tehat ([2'],,[y'],) € r/p, azaz r/p jol definidlt.
Vildgos, hogy r/p reflexiv és tranzitiv. Az antiszimmetria bizonyitasahoz
tegylk fel, hogy valamely x,y € A esetén

[2]p <v/o Y]y és Wlo <i/p [7]p-
Ekkor 1étezik olyan xg, x1,...,x, € A p-sorozat, amelyre
To=2 és Ty =,
tovabba olyan yo, y1, ..., Ym p-sorozat is létezik, amelyre
Yo=Yy € yn=u1
Természetesen ekkor
T =T, L1y ooy Ty Y05 Y1y ooy Y = T

p-kor, igy megkaptuk, hogy

A
k:A— Alp, k()

[
5
hs)

kanonikus projekcié izoton médon képezi le az (A, <,) részbenrendezett hal-
mazt a (A/ 0, gr/,,) faktor-részbenrendezett halmazba, mert barmely olyan
x,y € A esetén, amelyekre z <, y, az x,y egy p-sorozat, és igy azt kapjuk,
hogy [z], </, [yl,, azaz

k() <p/p K(Y).
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5.7. Kovetkezmény.

Az 5.5. Allitds és az 5.6. Allitds alapjdn p akkor és csak akkor rendezés-
kongruencidja (A, <,)-nek, ha van olyan (B, <y) részbenrendezett halmaz és
olyan f : A — B (<, <) rendezéstartd figgvény, hogy p = Ker(f).

Egy 0 C A? binéris reldciét kvazirendezésnek neveziink az A halmazon,
ha reflexiv és tranzitiv. Ha 6 kvézirendezés, akkor 6~! is kvazirendezés,
tovabba 6 N 6~ ekvivalenciareldcié A-n. Jelolje Quord(A) az A halmaz
Osszes kvazirendezésének halmazat, tehat:

Quord(A) = {6 C A x A | § kvazirendezés}.

(Quord(A),N,V) teljes hdlé, azaz barmelyik részhalmazanak létezik
szuprémuma és infimuma. A megtett elokésziiletek utdan megfogalmazhatjuk
az alabbi tételt.

5.8. Tétel.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz, p C A x A ekvivalenciareldcié A-n.
Ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek.

(1) p rendezés-kongruencia (A, <,)-en.

(2) rUpn(rup)~" =p.

(3) Quord(A)-ban (rV p)N(r=tVvp)=p.

(4) Létezik olyan 6 C A x A kvdzirendezés, amirer C 0 és 6 NO~ = p.

(5) Létezik olyan r C R linedris kiterjesztés, amelyre p rendezés-
kongruencia (A, <g)-en.

Bizonyitas:

(1)=(2). Ha p rendezés-kongruencia (A, <,)-en, akkor p C r U p miatt
p C rU p nyilvanvaldan teljesiil. Mivel

p=ptC(Up,

igy
pCrUpn(rup) .

Legyen (x,y) € rUpN (rUp)™?, azaz

(r,y) € (rUp)o(rUp)o..o(rUp)=(rUp",
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tehat
r=2(rUp)zi(rUp)..(rUp)z,_1(rUp)z, =y.

m

Tovabba (y,z) € rUp is fenndll, vagyis (y,z) € (r U p)™, azaz

y = up(r U p)uy(r U p)...(r U p)um—1(r U p)u, = .
Tehat

LT = 20,R1y ey fn—1y~n — Y = Up, ULy eosy Um—1,Um = T
egy p-kor. Mivel p rendezés-kongruencia (A, <,)-en, ezért a fenti p-korre
(], = [20]p = - = [20lp = Y], = (0], = (W], = - = [um], = [7],,

ahonnan [z], = [y],, azaz (z,y) € p adédik.
(2)&(3). A Quord(A) haléban

rVp=rUp
definici6 szerint teljesiil. Ennek megfeleléen
rtv p= m
Azt kell még megmutatni, hogy r—1Up= (rUp) .
(@ '=(aUaocaUacaocaU..Uud) ' =atU(aoa)U..=

1

alUatloalUatloatoatU...=a1,

azaz

(FUp) " =(rupt=rtUpt=r1Up,

mivel p = p~ 1.

(2)=(4). Nyilvanval6 a 0 = 1 U p valasztassal.

(4)=(1). Tegyiik fel, hogy x = xo, 21,29, ..., Tn_1,T, = = egy p-kor.
Ekkor (x;,z;41) € U p, azaz

(xi,xit1) €Ep vagy T <p Tig-
Tehat
(75, 041) €0NO! vagy (xi,xi41) €7 C 0.

Azaz
x = xobx10290...02, 101, = X,

ahonnan x6z;, i € {1,2...,n} kovetkezik 6 tranzitivitdsa miatt. Tovabba

T =20, 107 . 07 0 ey = 2,

o8
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ahonnan z0 'x;, 1 € {1,2...,n} adédik 07! is tranzitivitdsa miatt. Tehdt
r(0NO Yz, azaz xpa;,

illetve [z], = [2;], minden i-re, ami azt jelenti, hogy p rendezés-kongruencia.

(1)=(5). Az 5.7. Kévetkezmény miatt van f : (A, <) — (B, <) izoton
fiiggvény gy, hogy Ker(f) = p. Legyen s C S egy linedris kiterjesztés B-n
és tekintsiik az

FH8) ={(z,y) e Ax Al & <, yvagy f(z) <s f(y)}

ésképet, ami nyilvan olyan részbenrendezése A-nak, amire r C f~1(S). Ha
R D f71(9) tetszdleges linedris kiterjesztés, akkor

f : (A7 SR) - (Bv SS)

rendezéstarté lesz (ez elegendd p = Ker(f) miatt).
Tegyiik fel, hogy = <p y és f(x) £s f(y). Most f(y) <s f(x), mert S
linedris. Igy (y,2) € f1(S), azaz (y,x) € R is teljesiil. Tehét 2 <p y és
y <g z alapjdn z = y adédik ellentmonddsban f(z) £s f(y)-nal.

(5)=(1). Trividlis az 5.2. Megjegyzés szerint. O

5.9. Definicié.

Az I C A nemires halmazt az (A, <,) részbenrendezett halmaz interval-
lumdanak (vagy moduljanak) nevezzik, ha bdrmely a,b € I és x,y € A\ I
elemre x < a esetén x < b, illetve a < y esetén b < y kovetkezik.

5.10. Definicié.

A p C A x A ckvivalenciarelicio az (A, <,) részbenrendezett halmaz
intervallum-kongruencidja, ha minden [z], C A ekvivalencia osztdly inter-
valluma (A, <,)-nek.

5.11. Allitas.
Ha p C AX A egy rendezés-kongruencidja (A, <g)-nek, ahol R linedris, akkor
p intervallum-kongruencidja (A, <g)-nek.

Bizonyitas:
Legyen u € A és a,b € [u],. Ekkor nyilvén [u], = [a], = [b],. Legyen tovabbd
z,y € A\ [ul,. Hax <p a és x £ b, akkor R linearitasa és b # x miatt
b <p x. Ekkor

r <gapb<px

p-kor, tehét
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ami ellentmond annak, hogy = € A\ [u],. Hasonléan kaphaté az a <g y
egyenlotlenséghol b <g . O

5.12. Allitas.
Ha f: (A, <) — (B, <s) rendezéstarto, akkor

7 s) ={(z,y) € Ax A |z <,y vagy f(z) <, f(y)}

olyan részbenrendezés, amire r C f~1(s) és Ker(f) intervallum-kongruencia
(A, gf_l(s))—en.

Bizonyitas:
Alkalmazzuk a Ker(f) = p jelolést. Legyen a,b € [u], és © ¢ [u],. Tegyiik
fel, hogy = <j-1(5) a. Ekkor

r<,a vagy  f(z) < fla) = [f(b),
ahonnan
f(@) < fla) = f(b)
kovetkezik. Ha f(x) # f(b), akkor
T <f-i(s) b.

Ha f(z) = f(a) = f(b), akkor « € [a],, ami ellentmondés, mert = ¢ [u], =
la],. Hasonléan kaphaté az a <j-1() y egyenlétlenségbdl b <14 y. O

5.13. Tétel.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz és p ekvivalenciarelicio az A halma-
zon. Fkkor az aldabbi dllitasok ekvivalensek:

(1) p intervallum-kongruencia (A, <,)-en.
(2) pUr tranzitiv.

(3) p rendezés-kongruencia (A, <,)-en, valamint a k : A — A/p kanonikus
leképezésre és a </, indukdlt részbenrendezés

kHr/p) ={(z.y) € Ax Al w <,y vagy k() <r)p K(y)}
Gsképére k71 (r/p) = 1.

(4) Léteznek olyanr C R;, i € I linearis kiterjesztések, amelyekre r = 'ﬂlRi
1€

és p rendezés- (& intervallum) kongruencidja (A, <g,)-nek minden i-
re.

60



5. KONGRUENCIAK RESZBENRENDEZETT HALMAZOKON

Bizonyitas:

(1) = (2). Tegyiik fel, hogy p intervallum-kongruencia (A, <,)-en.
Legyen (x,y) € rUp és (y,z) € r U p. Négy esetet kell vizsgalnunk.

e Ha (z,y) € r és (y, 2z) € r, akkor r tranzitivitdsa miatt (z,2) € r U p.

e Hasonléan, ha (z,y) € p és (y,z) € p, akkor p tranzitivitdsa miatt
(x,2) € rUp.

e Legyen (z,y) € p és (y,z) € r. Tegyiik fel, hogy (z,z) ¢ p. Belatjuk,
hogy ekkor (x,z) € r. (z,2) ¢ p miatt z ¢ [z], = [y],. Mivel y <, z,
sot y <, z és [z], C A intervallum r-szerint (ugyanis p intervallum-
kongruenciaja (A, <,)-nek), igy z,y € [z], miatt z <, z, azaz (z,2) € r.
Tehat (x,2) € rUp.

o Az (z,y) € rés (y,z) € p esetben a fentiekhez hasonléan jarhatunk el.

(2) = (3). Most

pUr=pUr és (pUr) " =(pur) ",

tehat

PUTNEUR) " = (pur)n(pur) ™ = (pUn)n(turt) =

(pUr)N(puUr ) =pu(rnr ) =pUA=np.

Igy az 5.8. Tétel (2) része alapjan p rendezés-kongruencia.
Az r C k7 Y(r/p) tartalmazés az 5.12. Allitds miatt nyilvdnvaldan teljesiil.
Legyen (z,y) € s~ '(r/p). Ekkor

r <,y vagy [x]p <r/p [y]p'

Ha [z], </, [yl,, akkor definici6 szerint (lasd 5.6. Allitas) létezik olyan p-
sorozat, hogy

T =XTo, L1, X2y vy Tpn—1,Tn =Y,
ahol (x;_1,2;) € rUp minden 1 < i < n esetén. r U p tranzitivitdsa miatt

(z,y) € rUpisigaz & [2], <, [y], miatt [z], # [y],, azaz (v,y) & p,
ahonnan (z,y) € r kovetkezik. Tehdt £~ (r/p) C r is fenndll.
(3) = (4). Tekintsiik a

ke (A,5) — (A)p, <o)p)
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kanonikus leképezést, amely (<, <,/,) rendezéstarté. Legyen {L; | i € I}
egy tetszéleges realizdtora r/p-nak. Ekkor

ﬂLi =r/p.

i€l
Minden r/p C L; linedris kiterjesztésre adjuk meg a s~ (L;) 6skép rendezés
egy R; realizdtorat. Igy R € R; esetén k~(L;) C R egy linedris kiterjesztés

és
() R=r""(L)

Azt fogjuk bizonyitani, hogy R = |JR; egy olyan realizitora r-nek, amely
el

megfelel6. Nyilvanvald, az 5.8. Tétel bizonyitasanak (1)=-(5) része szerint,

hogy barmely R € R esetén

k(A <r) = (A/p, <1)

rendezéstartd, azaz p = Ker(k) rendezés-kongruencia (A, <g)-en. Annyit
kell még igazolni, hogy
m R=r.

Most

(4) = (1). Tegyiik fel, hogy (4) teljesiil és tekintsiik a p valamely [u],
ekvivalencia osztalyat. Legyenek a,b € [u], és z,y € A\ [u], tetszOleges
elemek ugy, hogy

T <,a és a <, .

Mivel minden R; a <, relacié kiterjesztése, ezért barmely ¢ € I esetén
T <R, @ és a<p, Yy

adédik. Az 5.11. Allitds szerint [u], intervalluma az sszes (A, <g,) rendezett
halmaznak, ezért
T <R, b és b < R Y

teljestil minden R; lineéris kiterjesztésre. Mivel ((R; = r és x # b # y, ezért
iel

T <,b és b<,y

adédik, bizonyitva azt, hogy [u], intervalluma (A, <,)-nek. Tehat p
intervallum-kongruencidja az (A, <,) részbenrendezett halmaznak. O
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5.14. Kovetkezmény.
Ha p C A x A egy intervallum-kongruencidja (A, <,)-nek, akkor rendezés-
kongruencidja is.

Bizonyitas:
Az 5.13. Tételbeli (2) szerint 0 = r U p kvézirendezés. Most r C 6 és

ONo~ =@Up)n(rUp) " =Up)N(r Up ) =(rUp)Nn(Up) =
(rorHUp=AUp=p,
és igy az 5.8. Tételbeli (4) szerint p rendezés-kongruencia. O

5.15. Megjegyzés.
Az 5.14. Kovetkezmény megforditdsa altalaban nem igaz.

5.16. Példa.
Tekintsiik azt az (A, <,) részbenrendezett halmazt, ahol A = {z,y, z,u} és
r={(z,y), (z,u)} UA. Kénnyen ldthatd, hogy a

p={(y,2),(z,y) JUAC Ax A

ekvivalenciareldcié rendezés-kongruencia (A, <,.)-en. Ekkor

(x,y) €, (y,2) € p, (z,u) €.

Azonban (x,u) ¢ r U p, vagyis r U p nem tranzitiv, igy az 5.13. Tétel miatt
p nem intervallum -kongruencia (A, <,)-en.

5.2 RENDEZES-KONGRUENCIAK HALOJANAK TULAJDONSA-
GAI
Jelolje O(A,<,) vagy roviden O(A) az (A, <,) részbenrendezett hal-

maz valamennyi rendezés-kongruencidjanak halmazat. Az (O(A),C) egy
részbenrendezett halmaz a halmazelméleti tartalmazasra nézve.

5.17. Allitas.
Az (O(A), Q) olyan teljes hdlo, amelynek legnagyobb eleme V, tovdbbd

1€

és
ilEIIQ,- =sup{0; |iel}= ﬂ v
U 0;Cv,
iel
veO(A)

0; € O(A), i € I esetén.

63



5. KONGRUENCIAK RESZBENRENDEZETT HALMAZOKON

5.18. Definicid.
Egy L halot féligmoduldris hdlonak nevezink, ha az aldbbi - ekvivalens -
feltételek eqyike teljestil:

(FM1) bdrmely x,y € L elemekre x Ny <z =y <z Vy;
(FM2) bdarmely a,b,c € L elemekre a <b=-aVc=<0bVec.

A [19] és a [36] cikkeknek megfelelden az (A, <,) részbenrendezett hal-
maz intervallum-kongruenciai teljes féligmodularis részhaléjat alkotjak az
(Eq(A),N,V) ekvivalencia halénak, amelyet a tovdbbiakban (D(A),N, V)
(réviden D(A)) médon jelolink az intervallum-dekompoziciékra utalva.
Megjegyezziik, hogy O(A) altaldban nem részhdldja Eq(A)-nak és nem
féligmodularis halé.

5.19. Definicié.
Legyen L olyan hdlo, amelyiknek van legkisebb eleme. Jelolje ezt 0. Az L

halo azon a elemeit, amelyekre 0 < a, L atomjainak nevezzik. Ha 1 € L
(legnagyobb elem) és b < 1, akkor a b € L elemet dudlis atomnak nevezziik.

5.20. Definicié.
Ha L teljes hdlo és L minden eleme elodll atomok egyesitéseként, akkor L-t
atomisztikus hdlonak mondjuk.

A [35] és [36] cikkekben a szerz6k bizonyitottdk, hogy amennyiben (A, <,.)
véges lanc, akkor D(A) Boole-részhéléja az Eq(A) hélénak. (Ennek az
eredménynek egy ekvivalens megfogalmazdsa a [45] dolgozatban is meg-
talalhatd.) Azt is igazoltak, hogy D(A) valamennyi atomja

Viapy = {a,b} U {{x} |z e A\ {a,b}}

alaki, ahol a,b € A és a < b (itt v(,p megaddsa ekvivalencia osztalyokkal
tortént). Tekintsiik a kdvetkezd dllitast.

5.21. Allitas.

(1) Ha (A, <,) ldnc, akkor az O(A) és a D(A) hdlok megegyeznek. Ha ezen
felil A véges és p < 0 teljesil O(A)-ban, akkor ugyanez a rakivetkezés
igaz Eq(A)-ban.

(2) Ha (A, <,) részbenrendezett halmaz és R linedris kiterjesztése r-nek,

akkor O(A, <g) részhdldja O(A, <,)-nek.
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Bizonyitas:

(1) Az 5.11. Allités miatt
O(A) = D(A).

(1) masodik allitdsdnak bizonyitdsahoz elegendé megmutatni azt, hogy
ha ¢ < 6 teljesiil D(A)-ban, akkor ¢ < 0 teljesiil Eq(A)-ban is. Mivel
D(A) véges Boole-hald, igy atomisztikus is. Ezért

(9 =@ V ’/{a,b}

teljesiil valamely v, € D(A) atomra, ahol a,b € A és a < b.
Természetesen A < vi,p teljesiil Eq(A)-ban is. Mivel ¢ Ny = A
és mert Eq(A) féligmoduldris héld, igy azt kapjuk, hogy ¢ < ¢V v,
azaz ¢ < 0 teljesiil Eq(A)-ban is.

(2) Mivel az 5.2. Megjegyzés miatt O(A, <g) C O(A, <,) és mert a met-
szet miiveletek megegyeznek, igy O(A, <gr) részfélhaldja O(A, <,)-nek.
Legyen m,m € O(A,<g). Mivel O(A,<gr) = D(A,<g), és mert
D(A, <g) részhaléja Eq(A)-nak, igy azt kapjuk, hogy

1 \/71'2 € O(A, SR) g O(A, Sr)
A m V my C m Uy tartalmazas nyilvanvalé. Tovabba

m Umy = ﬂ v C ﬂ v =m V.
VEO(A,L,) VEO(A,<R)
w1, m2Cv w1, m2Cv

Tehat m Ume = m V o, igy O(A, <g) részhaléja O(A, <,)-nek. O

Az alabbi allitas bizonyitasa konnyen elvégezhetd.

5.22. Allités.
Legyenek ¢ és 0 az (A, <,) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidi
gy, hogy p C 0. A

R:Alp— A/, /%([x]¢) = [x]q

sziirjektiv és rendezésdrzd figguény az (A/p,<,,) részbenrendezett hal-
mazbol az (A)0,<,9) részbenrendezett halmazba.

A kovetkezo lemmat az 5.25. Tétel bizonyitasahoz fogjuk hasznalni.
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5.23. Lemma.

Legyenek ¢ és 0 az (A, <,) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidi
ugy, hogy ¢ C 6. Ekkor létezik az A halmazon az r részbenrendezésnek olyan
R linedris kiterjesztése, amelyre ¢ és 0 egyardant rendezés-kongruencidja

(A, <gr)-nek.

Bizonyitas:
Ha ¢ és 0 az (A, <,.) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidi és ¢ C 0,
akkor az 5.22. Allitas miatt léteznek olyan

fiA<S) = (B <) & g:(B<) = (0,5
rendezésoérzo fliggvények, amelyekre
o = Ker(f) C Ker(go f) = 6.

Tekintsiik a ¢ részbenrendezés @) linearis kiterjesztését. Ekkor az 5.8. Tétel
bizonyitasénak (1)=(5) része miatt a

g Q) ={(b1,bs) € B x B | by <, by vagy g(br) <q g(b2)}

6skép olyan részbenrendezése B-nek, amire s C g~ 1(Q) teljesiil. Jelolje S a
g7 1(Q) 6skép tetszbleges linearis kiterjesztését, azaz

sCg Q) CS.
Ekkor az
FHS) ={(a1,a2) € Ax A ay <, ap vagy f(a1) <s f(az)}

6sképre r C f71(S). Tekintsiik az f~1(S) reldci6 tetsz6leges R linearis kiter-
jesztését. Ekkor
rCfUS)CR

és az 5.8. Tétel bizonyitdsdnak (1)=(5) része alapjan
f:(A<r)— (B,<s) &  g:(B,<s)—(C <q)
rendezésoérzo fliggvények. fgy
gof:(A<r) = (C,<q)

is rendezésérzé. Tehat ¢ = Ker(f) és 6§ = Ker(g o f) rendezés-kongruencidk
(A, <p)-en. O
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5.24. Megjegyzés.

Az 5.23. Lemma bizonyitasaban latottak szerint az is igazolhatd, hogy adott
0, C 0, C ... C 6 O(A, <,)-beli rendezés-kongruencidk esetén létezik
olyan r C R linearis kiterjesztés, amelyre minden 6#;, 1 < i < k rendezés-
kongruencidja (A, <g)-nek.

Azt mondjuk, hogy egy (L, <) hélé teljesiti a Jordan-Holder lancfeltételt,
ha barmely a,b € L, a < b elemekre az a és b kozotti maximalis 1ancok hossza
megegyezik. Arra nézve, hogy egy részbenrendezett halmaz eleget tegyen
a Jordan-Holder ldnckovetelménynek, Ore ([37]) és Croisot ([8]) dolgozatai
adnak bizonyos sziikséges és elégséges feltételeket. A kovetkezd tétel, véges
részbenrendezett halmaz esetén, a rendezés-kongruencidk héléjanak olyan
tulajdonsagait tartalmazza, amelyekbdl megkaphato, hogy ez a halo teljesiti
a Jordan-Holder lancfeltételt.

5.25. Tétel.

Legyen (A, <,) véges részbenrendezett halmaz. Ekkor az O(A) hdld relativ
komplementumos. Ha a p < 0 rakivetkezés teljesil O(A)-ban valamely ¢, 6 €
O(A) esetén, akkor ugyanez kivetkezik be Eq(A)-ban is. Kdévetkezésképpen
O(A) is teljesiti a Jordan-Hdolder lancfeltételt.

Bizonyitas:

Legyen p,0 € O(A, <,) ugy, hogy ¢ C 0 és tekintsiink egy v € [p, 0] elemet
az O(A)-beli [p, 0] intervallumbél. Ekkor ¢ C v C 6 teljesiil és az 5.24. Meg-
jegyzés miatt van olyan R linedris kiterjesztése r-nek az A halmazon, hogy
o, 1,0 € O(A, <g). Az5.21. Allitasban és [36]-ban latjuk, hogy O(A, <g) egy
Boole-részhéléja O(A, <,)-nek, emiatt pedig adott v € [p, 0] esetén létezik
olyan v* € O(A, <gr) rendezés-kongruencia, hogy

vOvs = és vUr =vvur =40.

Emiatt a [p, 6] intervallum komplementumos, azaz O(A) relativ komplemen-
tumos.
Tegyiik fel most azt, hogy ¢ < 0 teljesiil O(A, <,)-ben. Ekkor 6 lefedi ¢-t
O(A, <g)-ben is, emiatt, ugyanez adédik Eq(A)-ban (ldsd az 5.21. Allitést).
Legyen most ¢, € O(A, <,) és ¢ < 6. Mivel O(A) véges hald, igy a ¢
és 0 kozotti 0sszes maximalis lanc véges. Legyenek

©=po = 1 = .. =< fy =0

és
C=1 <V < .. <Vy=2~0
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ilyen maximélis lancok (m,n > 1). Ekkor az el6bbiek szerint ugyanezek
maximalis lancok Eq(A)-ban. Mivel Eq(A) féligmoduldris hélé, igy teljesiti
a Jordan-Holder lancfeltételt, azaz n = m. Igy tehdt O(A, <,) is teljesiti a
Jordan-Holder lancfeltételt. O

5.26. Kovetkezmény.
Legyen (A, <,) véges részbenrendezett halmaz. Ekkor az O(A) hdlé atomisz-
tikus és dudlisan atomisztikus. Az O(A) hdlé valamennyi atomja felirhato

Viapy = {a, b} U {{z} | z € A\ {a,b}}

alakban, ahol a,b € A és vagy a < b vagy pedig a és b osszehasonlithatatlan
elemek a <, reldcid szerint.

Bizonyitas:
Ha az a,b € A elemekre a < b vagy a és b 6sszehasonlithatatlan elemek a <,
relacio szerint, akkor konnyen ellenorizhetd, hogy

Viepy = {a, b} U {{z} | z € A\ {a,b}} € O(A).

Mivel vy, atom Eq(A)-ban, ezért atom az O(A) héléban is. Megforditva,
legyen v egy atom O(A)-ban, azaz A < v teljesiiljon O(A)-ban. Az 5.25. Té-
tel szerint A < v adddik Eq(A)-ban, tehdt v atom Eq(A)-ban is. Igy v

felirhato
v={a,b} U{{z} |z € A\{a,b}}

alakban, ahol a,b € A és a # b. Nyilvan a < b vagy b < a vagy pedig a és b
osszehasonlithatatlan elemek az (A, <,)-ben. Valéban, ha

a<,xr<,b
teljestil, akkor (b, a) € v miatt
a,x,b,a

v-kor. Mivel v rendezés-kongruencia, ezért

ami ellentmond annak, hogy z ¢ [a],.

Mivel minden véges relativ komplementumos haléban az atomisztikus és
dudlisan atomisztikus tulajdonsagok ekvivalensek, ezért az elso allitdsunkhoz
elegendd az atomisztikussagot belatni. Ez viszont Dilworth egy kozismert
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eredményébol addédik, amely szerint minden véges relativ komplementumos
halo atomisztikus ([27], [43]). Megjegyezziik, hogy p € O(A, <,) esetén

p= |_| Via,b}

(a,b)ep és
a<b vagy allb

teljestil. O]

5.27. Definicié.
Egy (A, <,) részbenrendezett halmazt intervallum-rendezésnek nevezink, ha
van olyan F fliggvény, amely minden x € A elemhez egy nem elfajulo

F(z) = [as, bs]

zdart intervallumot rendel a wvalos szamok R halmazdn gy, hogy z,y € A
esetén
r<,y <& by<a, R-ben.

P. C. Fishburn [15]-ben bizonyitotta, hogy egy részbenrendezett halmaz
akkor és csak akkor intervallum-rendezés, ha Ss-t nem tartalmazza.

b d
a C
S,

5.1. Abra

Az 5.27. Definicié és Fishburn fenti eredménye alapjan bizonyithatjuk az
5.25. Tétel egy kovetkezményét.

5.28. Kovetkezmény.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz.

(1) Ha O(A) részhdldja az Eq(A) hdlonak, akkor O(A) féligmoduldris halo.

(2) Ha O(A) féligmoduldris hald, akkor (A, <,) intervallum-rendezés.
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Bizonyitas:

(1) Tegyiik fel, hogy O(A) részhiléja az Eq(A) hélénak és legyen my, o €
O(A) ugy, hogy m Nmy < my teljesiil O(A)-ban. Ekkor az 5.25. Tétel
miatt m N my < 7o teljesiil Eq(A)-ban is. Mivel Eq(A) féligmodularis
hélo, és most O(A) részhaldja Eq(A)-nak, ezért

m <MV Ty =m Uy

igaz Eq(A)-ban. Tehdt m-et O(A)-ban is koveti m U g, ennek
megfeleléen O(A) féligmoduldris hélé.

(2) Indirekt tton bizonyitunk. Tegyiik fel, ellentétben az allitassal, hogy
(A, <,) nem intervallum-rendezés. Ekkor (A, <,)-nek Fishburn tétele
miatt rész-részbenrendezett halmazként tartalmaznia kell Sp-t. Az
5.26. Kévetkezmény értelmében vy, gy és vip atomok O(A)-ban. Mivel
O(A) féligmodularis, igy

Via,dy N Viepy = A
és A < vy miatt
(5.1) V{a,d} = V{ady U Vicp}
addodik O(A)-ban, amely rakovetkezés Eq(A)-ban is fennall. Masrészt
p=Vigay V Viepy = {a,d} U{c,b} U{{z} | z € A\ {a,b,c,d}}.

Mivel
a,b,c,d,a

p-kor (A, <,)-ben 1gy, hogy [a], # [b],, ezért p = V{aa V Vicpy Dem
rendezés-kongruencigja (A, <,)-nek. Emiatt azt kapjuk, hogy

Viady < Viad} V Viep) < Viad}y U Vich},

ami ellentmond (5.1)-nek. O

5.29. Példa.

Megjegyezziik, hogy (Ns,<,) olyan intervallum-rendezés, amelyre O(N,)
nem részhéléja az Eq(N) héalénak. Tekintsiik a vg.p és v,y atomokat
O(Ns)-ben. Most

P = Viaa} V Viepy = {a,d} U {c,b}.
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N>
5.2. Abra

Ekkor

a,b,c,d,a

p*-kor (Ni, <)-ben tgy, hogy [a],- # [b],». Emiatt vgeq V Viepy nem ren-
dezés-kongruencidja (N, <)-nek. Egyszeriien lathat6, hogy O(N;) nem
féligmodularis hald, tehat az 5.28. Kovetkezmény (2) részének megforditasa
altalaban nem teljesiil.

5.30. Definiciéo.
Egy 0 elemes L halot gyengén O-disztributiv hdlonak nevezink, ha barmely
a,b,c € L kilonbozd atomok esetén (aV b) Ac= 0.

5.31. Tétel.
Eqgy véges (A, <,.) részbenrendezett halmazra az aldbbiak ekvivalensek.

(1) O(A) gyengén 0-disztributiv hdlé.
(2) O(A) Boole-hdlo.
(3) (A, <,) vagy ldnc, vagy két elembdl dllé antildnc.

Bizonyitas:

(3) = (2). Ha (A, <,) véges ldnc, akkor [35] alapjan O(A) Boole-halé.
Ha (A, <,) két elemi antilanc, akkor O(A) = {A, V}, ezért O(A) ekkor is
Boole-halé.

(2) = (1). Nyilvédnvald.

(1) = (3). Legyen O(A) gyengén O-disztributiv halé. Ha |A| < 2, akkor
(A, <,) vagy lanc, vagy kételemti antildnc, igy (3) trividlisan teljesiil. Tegyiik
fel, ellentétben az allitassal, |[A| > 3 és (A, <,) nem ldnc. Ekkor (4, <,)
legalabb két nem 6sszehasonlithaté elemet tartalmaz. Jelolje ezeket a,b € A,
a || b. Tekintsiink egy ¢ € A\ {a, b} elemet. Ha {a,b, c} antildnc lenne, akkor
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az 5.26. Kovetkezménynek megfelelen vyq 1, Vip.c1, Va,cp atomok lennének az

O(A) haléban gy, hogy

(V) UVibey) N Vfae) = V@ae} 7 A

és igy O(A) nem gyengén 0-disztributiv hélé. Emiatt ¢ vagy a-val vagy b-
vel O0sszehasonlithatd. Az altaldnossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
a < c. Mivel A véges, ezért van olyan d € A elem, amelyre

a<d<,c.

Ha b és d osszehasonlithatatlan elemek lennének, akkor v, py, vipay €8 Viqay
olyan atomok lennének O(A)-ban, amelyekre

(V{apy U Vpay) N Vigay = Viaay 7 A

teljestil, amely (1)-nek ellentmond. Ezért b és d 6sszehasonlithatéak. Vilagos,
hogy b <, d, egyébként a <, d és d <, b miatt a <, b adédna, ami ellent-
mondas. Mivel A véges, ezért van olyan x € A elem, amelyre

b<,z<d.

Ha z <, a, akkor b <, x <, a ellentmond annak, hogy a || b. Ha a < =,
akkor a < x < d pedig ellentmond annak, hogy a < d. Tehat a és z
osszehasonlithatatlan elemek. Ezért vy .1, Vzqy €S Viqay olyan atomok az
O(A) haléban, amelyekre

(Vfaz} U Vwd}) N Viaday = Viaay 7 A,

ami ujra ellentmondds. Emiatt, ha |A| > 3, akkor (4, <,) lanc. O

Azoknak a rendezés-kongruencidknak, amelyeknek a faktor-részbenren-
dezett halmaza linedrisan rendezett, jelentos alkalmazasaik vannak a sor-
barendezések elméletében (Queuing theory) és az iitemezéselméletben. Az
5.31. Tétel alkalmazasaval lehetdségiink nyilik ezen rendezés-kongruenciak
jellemzésére.

A [11] dolgozat eredményeit felhasznalva az alabbi dllitast fogalmazhatjuk
meg:

5.32. Allitas.
Ha (A, <) részbenrendezett halmaz és ¢ rendezés-kongruencia (A, <,)-en,
akkor az O(A) hdlo [p) féfiltere izomorf az O(A/p, <, ),) hdldval.
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5.33. Kovetkezmény.

Legyen (A, <,.) véges részbenrendezett halmaz és p olyan rendezés-kongruencia
(A, <p)-en, amelyre |A/p| > 3. Ekkor az (A/p, <,/,) faktor-részbenrendezett
halmaz pontosan akkor linedrisan rendezett, ha az O(A) hdlo [p) féfiltere
Boole-hdlo.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy az (A/p, <,/,) faktor-részbenrendezett halmaz linearisan
rendezett. Az O(A) hald [p) f6filtere izomorf az O(A/p) haléval, ami most
az 5.31. Tétel miatt Boole-halo. Az ”akkor” rész bizonyitasahoz tegyiik fel,
hogy [p) Boole-hélé. Ekkor az O(A/p, <,/,) is Boole-hdld, igy az 5.31. Tétel
értelmében (A/p, <,/,) vagy lanc, vagy két elemi antilanc. A masodik esetet
|A/p| > 3 kizarja. O
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6 UTEMEZESELMELETI ALKALMAZASOK

Az iitemezés feladata egyszeriien megfogalmazhaté. Ha adott elvégzendd
munkék egy M halmaza, akkor ennek egy iitemezésén az M halmaz elemeinek
olyan permutaciéjat értjiikk, amely megadja, hogy az egyes munkakat milyen
sorrendben kell végrehajtani. Altaldnos szabaly, hogy minden, a munkak
elvégzéséhez felhasznalt erdforrds (gép) egy id6ben legfeljebb egy munkén
dolgozhat és minden munkat egy idében legfeljebb egy eréforrdason (gépen)
végezhetiink.

Az operaciokutatdasban a dekompozicié egy altalanosan ismert fogalom, a
bonyolultsaguk vagy méretiik miatt nagyon nehéz problémék egy megoldasi
modszere. Lényege abban all, hogy valamilyen rendszert, legyen az egy
fizikailag 1étezé vagy egy irdnyitasi rendszer, kisebb részekre bontunk fel,
a kisebb részekben felmeriilo egyszertibb vagy konnyebb problémékat oldjuk
meg, és a kapott megoldasokat megprébaljuk osszehangolni. Ez irdnyitasi
problémak esetén azt jelenti, hogy ellenorizziik, hogy a részmegoldasok
egylitt az egész feladat egy kielégité megoldasat adjak-e. Arra azonban
nincs altalanos szabdly, hogy egy feladatot hogyan kell részekre osztani
és a részfeladatok megoldédsait Osszehangolni. Egy feladat altaldban tobb
kiilonb6z6 moédon dekomponalhaté. Bonyolult problémak esetén a mérnoki
megkozelités az, hogy a problémat gy kell egyszertisiteni, hogy mar megold-
hatova valjon, de eredeti értelmét ne veszitse el. Ehhez a szemlélethez a
dekompozici6 elve tokéletesen alkalmazkodik. A dekompozicié szamos al-
kalmazdsa megtalalhaté az [55] jegyzetben. Példak olvashatéak iranyitdsi
probléméak dekompondlasa, valamint a termelés térben, idében és logikailag
tortén6é dekomponaldsara. Valamennyi esetben a kombinatorikus opti-
malizalas modszerét alkalmazza a szerzo.

A termelés idébeli dekomponalasa a termelésiranyitas jellegzetes tevé-
kenysége. Azt jelenti, hogy a termelési feladatot idoperiédusokra osztjuk fel.
Egy rovidebb id6periéduson beliil vagy tovabbosztjuk a termelési feladatot
még tovabbi részekre, vagy ha mar kezelheté méretiivé valt a feladat, akkor
utemezziik azt.

A részbenrendezett halmazoknak szamos alkalmazasi teriilete ismert.
Ezek egyike az iitemezéselmélet. A termelési illetve gyartasi folyamatok egy
ismert modelljét igy kapjuk, hogy egy részbenrendezett halmaz segitségével
abrazoljuk a gyartasi folyamat egyes fazisai kozotti Osszefiiggéseket. Az
itemezési feladat klasszikus megoldasa ekkor egy olyan linearis rendezés,
amely az eredeti részbenrendezés kiterjesztése.

Ha egy termék gyartdsa soran szamos technolégiai fazis van, akkor a
termék altalaban igen kiilonb6z6 technoldgiai utvonalakat jarhat be. Ha
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az lizemben az egyes fazisokon parhuzamos berendezések is vannak, akkor a
termék altal bejarhaté utvonalak szama meghatvanyozodhat. Egy lehetséges
megoldés, ha a gépeket gy csoportositjuk (térbeli és/vagy logikai dekom-
pozicid), hogy azok a termék eléallitdsdhoz sziikséges miiveletek egy cso-
portjat képesek legyenek elvégezni. Rugalmas gyartoé rendszerek esetén az
igy keletkez6 kisebb termelGegységeket rugalmas gyarté cellaknak (flexible
manufacturing cell) nevezik.

Utemezési feladatok megolddsakor tehét linedris rendezéseket keresiink.
Szpilrajn klasszikus tétele értelmében barmely részbenrendezés kiterjeszt-
heté linedrissd ([52]). Vannak azonban a gyakorlatban olyan esetek,
amikor nem sziikséges az elemek kozott teljes linedris rendezést megadni,
hanem érdemesebb nagyobb egységeket (csoportokat, blokkokat, témbdket,
osztélyokat) képezni. Ilyenek példaul bizonyos csoporttechnolégiai feladatok
vagy a tantargytitemezési feladatok. Nyilvanvaléan ekkor olyan osztélyozés
érdekel benniinket, ahol az osztalyok kozotti részbenrendezés linearis. Az
osztéalyok elkészitésekor bizonyos esetekben arra is figyelniink kell, hogy azok
aranyos méretliek legyenek.

Adott tehat egy véges elemszamu halmaz, amelyet diszjunkt rész-
halmazokra (osztélyokra) kell felosztani gy, hogy az osztilyok kozott
létrejovo részbenrendezés linedris legyen, az osztalyokon belill pedig egy
ekvivalenciarelacié érvényesiiljon. Lényegében tehat egy véges elemszamu
részbenrendezett halmazt osztalyozunk ugy, hogy az eredeti részbenrendezés
a részhalmazok kozott egy tujabb részbenrendezést indukaljon. Az ilyen fel-
bontédsok alapjan vezettiikk be a rendezés-kongruencia fogalmat és vizsgaltuk
tulajdonsagait az 5. fejezetben.

A disszertacié ezen részében az 5. fejezetben megfogalmazott és bizonyi-
tott elméleti eredmények titemezéselméletbeli alkalmazhatosagat vizsgaljuk.

6.1 EqYy UTEMEZESI FELADAT

A termelési illetve gyartasi folyamatok esetén az elvégzendé munkdk egy
véges M = {my, my, ..., m, } halmazan az m; < m; (i,j € {1,2,...,n}) jelolést
vezetjilk be, ha az i-edik munka elvégzése idében megelozi a j-edik munkat.
Nyilvanvald, hogy ekkor (M, <) részbenrendezett halmaz. Ha M {itemezését
klasszikus értelemben keressiik, akkor az nem mas, mint < egy linearis kiter-
jesztése. Tobb megoldast is kaphatunk, hiszen egy részbenrendezésnek tobb
linedris kiterjesztése is lehet.

Tegyiik fel, hogy egymassal parhuzamosan tobb munka elvégzésére is
lehet6ségiink van.  Ez azt jelenti, hogy M elemeit célszerti diszjunkt
részhalmazokra felosztanunk.  Alkalmazzuk egy ilyen osztalyozasra az
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{My, My, ..., M} (t < n) jelolést. Ekkor
M:M1UMQUUMt

Lényegében lehetséges gyartasi fazisokat hozunk létre, amely jelenthet id6beli
dekompoziciét vagy logikai dekompoziciot. A részhalmazok kialakitasakor
nemcsak azt tartjuk szem elott, hogy az egyes részhalmazokba egymassal
szabadon felcserélhetd elemek keriiljenek, hanem azt is, hogy a létrehozott
tombok egymassal osszehasonlithatéak legyenek, amely 1ényegét tekintve egy
olyan részbenrendezés, amely az eredeti < részbenrendezés altal indukalt
linedris rendezések egyike.

Az eddig megtett lépésekhez konnyen taldlunk matematikai sémat. Mivel
{My, My, ..., M} (t < n) osztalyozdsa M-nek, igy tartozik hozza egy p ekvi-
valenciarelacié. Ennek megfeleléen

M/IO = {M17M27 "'7Mt}7

tehat a vizsgalt particié a p ekvivalenciarelacié faktorhalmaza. Tekintsiik
tovabba azt a
o: M — M/p

figgvényt, amely az m; (i € {1,2,...,n}) munkdhoz hozzérendeli azt az M;
(7 €{1,2,...,t}) fazist, amelyben a munka elvégzésre keriil, azaz

o(m;) == M;, ha m; € M,.

A rendezés-kongruencianak az 5.1. Definicié (2) pontjaban megadott fo-
galmat esetiinkben az alabbi megfogalmazéasban célszerti hasznalni.

6.1. Definicié.

A p ekvivalenciareldciot rendezés-kongruencidnak nevezzik az M halma-
zon, ha az M/p = {My, My, ..., M,} faktorhalmazon értelmezhetd olyan <,
részbenrendezés, amelyre nézve a @ : M — M /p fiigguény rendezésdrzd, azaz
barmely m; < m; (m;,m; € M) esetén ¢(m;) <, p(m;) teljesil.

A 6.1. Definiciéban alkalmazott <, jelolésre az indukélt részbenrendezés el-
nevezést hasznaljuk. A fenti definiciébdl azonnal adédik, hogy ha p rendezés-
kongruencidja az (M, <) részbenrendezett halmaznak, akkor p egybeesik a
w: M — M/p izoton fiiggvény magjaval, tehat

p = Kergp.

Nyilvanvalé az is, hogy ¢(m;) <, ¢(m;) (i,j € {1,2,...,n}) akkor és csak
akkor teljesiil, ha van olyan m;, m; € M, amelyre m; < m;.
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Az (M, <) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidinak halmazat
- korébbi jelolésiinkkel Gsszhangban - jelélje O(M). Az 5.2 alfe-
jezetben leirtaknak megfeleléen az (O(M),C) hélé relativ komplementu-
mos, atomisztikus és dudlisan atomisztikus, tovabbé teljesiti a Jordan-
Holder léancfeltételt. Az iitemezési feladat megolddsahoz olyan p € O(M)
kongruencidra van sziikségiink, amelyre a kialakitott részhalmazok kozott
létrejové <, indukélt részbenrendezés linedris, tehat az (M/p,<,) faktor-
részbenrendezett halmaz lanc.

6.2. Definicio.

Egqy p € O(M) rendezés-kongruencidat az (M,<) linedris rendezés-
kongruencidjanak neveziink, ha az (M/p,<,) faktor-részbenrendezett halmaz
lanc.

Az {itemezési feladat megoldasa tehét az (M, <) részbenrendezett halmaz
egy linedris rendezés-kongruenciaja lesz. Meg kell azonban jegyezniink, hogy
a megoldéast ado linedris rendezés-kongruencianak még egy tovabbi tulaj-
donsédggal is rendelkeznie kell. Ugyanis az (M, <) részbenrendezett hal-
maz linearis rendezés-kongruenciai koziil csak olyanra van sziikségiink, amely
tovabb mar nem finomithat6 { M, Ms, ..., M;} particiét eredményez.

6.3. Definicié.

Egy p € O(M) rendezés-kongruencidt az (M, <) minimdlis linedris rendezés-
kongruencidjanak nevezink, ha (M, <)-nek nincs olyan 0 # p linedris ren-
dezés-kongruencidja, amelyre 6 C p.

A kitlizott feladat megoldasaként szdba joheto rendezés-kongruenciak hal-
mazat tehat tovabb sziikitettiik. Az iitemezési feladat megoldasahoz célunk
az (M, <) minimadlis linedris rendezés-kongruencidinak meghatérozasa.

Az 5.14. Kovetkezmény értelmében, ha a p € M x M ekvivalencia-
relacié az (M, R) részbenrendezett halmaz intervallum-kongruencidja, akkor
p rendezés-kongruencidja is (M, R)-nek. Ha R a < részbenrendezés linedris
kiterjesztése, akkor az 5.2. Megjegyzés miatt p (M, <)-nek is rendezés-
kongruencidja, azaz (M, <) rendezés-kongruencidinak keresése visszavezet-
het6 az eredeti részbenrendezés valamely linedris kiterjesztésének interval-
lumokra torténé feldarabolaséra.

Az iitemezési feladat klasszikus megoldasahoz tehat az elsé 1épést az
(M, <) részbenrendezett halmaz esetén a < reldci linedris kiterjesztéseinek
meghatarozasa jelentheti. Erre az irodalomban tobb kész megoldas is
olvashaté ([54]). Ezek egyike Trotter-t6l szarmazik.
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6.2 A TROTTER-FELE MOHO ALGORITMUS

Megoldasunk els6 1épésével kapcsolatos legfobb probléma az, hogy egy
részbenrendezett halmaz linedaris kiterjesztéseinek a szama az alaphalmaz
elemszaménak fiiggvényében exponencialisan né. Ennek a problémanak a
lekiizdésére hasznaljuk a Trotter-féle moho algoritmust. Jeloljiik n-nel az X
halmaz elemszamat.

6.4. Algoritmus.

1. Proc Trotter A futdsi id6: ©(n).
2. Input: X halmaz

3. P halmaz (részbenrendezés)

4. Output: L vektor (ldnc)

5. Xo— X

&

P()<—P

=~

Po «— (Xo, )
8. G « (So — min(Py) tetszileges eleme)

9. fori«<—0ton—1do

10. if i >0 then 5] = {z € S; | x; < x P-ben}
11. if S] =@ then G, = 5;

12. if 5] # @ then G, = S5

13. Tir1 < a G; egy tetszbleges eleme

14. Lii + 1] « x4

15. Xip1 — Xi\{zin1}

16. Piy1 — P(Xiy1)

17. Pi+1 — (Xi—l—h Pz‘+1)

18. Siv1 «— min(Pi;q)

19. RETURN
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A mohé algoritmus az (X, <) részbenrendezett halmaz esetén a < relacié
linearis kiterjesztését ugy allitja eld, hogy el6szor X minimalis elemei koziil
valaszt egyet. Ha a lanc els6 xq, ..., r; tagja mar megvan, akkor az 7 4+ 1-edik
elemet az

(X \A{z1, ..., 7}, <)

részbenrendezett halmaz minimaélis elemeinek halmazabdl valasztja a moho
feltétel szerint. Ez azt jelenti, hogy i > 0 esetén nem tetszolegesen valaszt a
minimalis elemek koziil, hanem azokra a minimalis elemekre sziikit, amelyek
az el6z06 1épésben kivalasztott elemmel 0sszehasonlithatéak, amennyiben van
ilyen elem.

Az algoritmus miikodésének szemléltetésére tekintsiik az aldbbi példat.

6.5. Példa.
Legyen M = {my, mg, ms, myg, ms, mg, mrz, mg, mg}. Az (M, <) részbenren-
dezett halmazt Hasse-diagramjaval szemléltetjiik.

My
mz
Mg
my Ms
Mg
mp
ms
my
6.1. Abra
Ekkor
Ly : [mq, ms, mg, mz, Mo, My, M5, Mg, My
és

L2 : [mla ma, My, M5, M3, Mg, M7, 18, m9]
olyan linearis kiterjesztései <-nek, amelyeket a 6.4. Algoritmus eredményezhet.
Konnyen lathato, hogy

L3 : [mla mg,ms, mqy, Ms, Mg, M7, 183, m9]
szintén linedris kiterjesztése <-nek, azonban ezt a lancot a moho algoritmus
nem allitja el6. Ekkor ugyanis 1 = my és x5 = meo, igy Sy = {my, ms, ms}
és Go = {my, ms}. Azaz xz-nak a mohé algoritmus nem vélaszthatja ms-at,
mert mg ¢ G.
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6.3 Az UTEMEZESI FELADAT MEGOLDASA

Jol lathatd, hogy klasszikus értelemben, azaz amikor egy idoben csak egy gép
dolgozik (tehét nincs lehetdség parhuzamos munkék végzésére) az iitemezési
feladatnak a Trotter-féle mohé algoritmus eredményeként kapott linearis
kiterjesztés minden esetben egy megoldasat adja. A minimalis linedris ren-
dezés-kongruencidk meghatarozasaval azt az alternativ titemezési feladatot
fogjuk megoldani, amikor megengedjiik, hogy egy idében tobb gép is dolgoz-
zon. Lényegében logikai dekompoziciot végziink, amelynek eredményeként
azt varjuk, hogy a gyértasi (futdsi) id6 csokkenjen.

Az itemezési feladatot reprezentdlé (M, <) részbenrendezett halmaz
esetén az 5.14. Kovetkezmény és az 5.2. Megjegyzés alkalmazasdhoz sziikséges
linedris kiterjesztést a Trotter-féle moho algoritmus szolgaltatja. Ha tekintjiik
az

L:xy, .. 2, (i =mj, i,j€{L,2,..,n})

lancot (ahol L a < kiterjesztése), akkor az 5.14. Kovetkezmény és az 5.2. Meg-
jegyzés értelmében el6 kell allitanunk az

My =[xy, 2], My = (241, %0), o My = [25,_41, 7]

intervallumokat. Az igy kialakitott partici6 az M halmaz rendezés-
kongruencidja. Linearis rendezés-kongruenciat a 6.2. Definicié értelmében
akkor kapunk, ha az

{My, My, ..., M;}
halmazon indukalt részbenrendezés linearis. Ez akkor kovetkezik be, ha
barmely két egymaést koveté M;, M, (5 € {1,...,t — 1}) intervallum esetén
léteznek olyan zy, € M; és x; € M4y (1 <k <l <n) elemek, amelyekre

T < I

teljesiil. Ahhoz, hogy minimalis linearis rendezés-kongruenciat allitsunk el6
elégséges, ha a kialakitott
My, My, ...M,

intervallumok (M, <)-ben antilancok és barmely két szomszédos M;, M4
(j € {1,...,t — 1}) intervallum esetén legyenek olyan xj, € M; és x; € M,
(1 <k <1< n) elemek, amelyekre

T < I

Ha a Trotter-féle moho algoritmust kiegészitjiik a fenti észrevételeinkkel,
akkor az litemezési feladat megoldasat minimalis linearis rendezés-kongruen-
cia formajaban kapjuk meg. Jeloljiik n-nel az L vektor hosszat.
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6.6. Algoritmus.

1. Proc Minimaélis linearis rendezés-kongruencia A futdsi id6: O(n).
2. Input: X halmaz

3. P halmaz (részbenrendezés)

4. L vektor (Trotter-féle mohd algoritmusbdl)

5. Output: A (minimdlis linedris kongruencia)

6. X;+— X

P1<—P

o N

Py — (X1, P)
9. Ay — {L]1]}

11. fori+— 1ton—1do

12, if (L[], Lli + 1)) € P;

13. then A, — {L[i + 1]}

4. if (L[], Lli + 1)) ¢ P;

15. then A,y — A; U{L[i + 1]}

16. A—AU{Ain}

17. if A;, C A;ypand A; # A

18. then az A halmazbdl {A;} torlése
19. Xiv1 < X3 \ {L[i]}

20. Py — P(Xi-l-l)
21. Piy — (Xiy1, Pip1)
22. RETURN
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A 6.6. Algoritmus az (X, <) részbenrendezett halmaz esetén egy ekvivalencia
osztalyaival megadott minimélis linearis rendezés-kongruenciat ugy allit elo,
hogy a bemenetként kapott L lanc els6 elemébdl kialakit egy osztalyt. Most
L[i] jeloli az L 1anc i-edik elemét. Ha ¢ > 1, akkor az algoritmus megvizsgalja,
hogy a lanc i-edik és i 4+ l-edik eleme kozott fennéll-e a < relacié. Ha
L[i] < L[i + 1], akkor j osztélyt hoz létre, amely az L[i + 1] elemet tartal-
mazza. Ha L[i] € L[i + 1], akkor az 0j osztalyt ugy alakitja ki, hogy az el§z8
lépésben létrehozott osztalyt boviti az L[i+ 1] elemmel. Ha az el6z6 1épésben
létrehozott osztaly valddi részhalmaza az i-edik 1épésben megalkotott hal-
maznak, akkor azt toroljik, hiszen annak elemeit az 1j osztaly tartalmazza.
Konnyen lathato, hogy az egy osztalyba keriilé elemek antilancot képeznek
az (X, <) részbenrendezett halmazban, tovabba barmely két egymds utan
kialakitott (és nem torolt) osztély (intervallum) esetén talalunk olyan ele-
meket, amelyekre a megkovetelt rakovetkezési tulajdonsag teljesiil.

Sikeriilt tehat a kitlizott itemezési feladatunkhoz olyan megoldast talalni,
amelynek segitségével az egyes elvégzendé munkdk olyan logikai dekom-
pozicidja végezhetd el, amely csokkenti a teljes munka elvégzéséhez sziikséges
idot, azaltal, hogy lehetové valik bizonyos munkafazisok soran a parhuzamos
munkavégzés.

6.7. Példa.
Ha a 6.5. Példaban megadott L, linedaris kiterjesztést tekintjiik, akkor
a 6.6. Algoritmus az aldbbi minimalis linearis rendezés-kongruenciat
eredményezi:

{{ml}v {m3}7 {m6}7 {m77 m2}7 {m47 ms, mg}, {mg}}

Az Ly lanc esetén pedig a

{{ml}, {ma}, {ma, ms, ms}, {me}, {mz, ms}, {mg}}

megoldast kapjuk. Lathatd, hogy az elvégzenddé munkat hat fazisra bon-
tottuk mindkét esetben. Az is jol lathatd, hogy ebben az esetben a minimélis
linedris rendezés-kongruencia alapjan elvégzett logikai dekompozicié kilenc
id6egységrol hat idéegységre csokkenti az el6allitasi (futdsi) id6t, amennyiben
feltételezziik, hogy minden elvégzendé munka ugyanakkora idéigénnyel bir.

Az is konnyen észrevehetd, hogy ha a 6.6. Algoritmus bemeneteként
megadott lancot nem a Trotter-féle mohé algoritmus eredményezi, akkor a
minimalis linearis rendezés-kongruencidara megadott feltételek altaldban nem
teljesiilnek a kialakitott ekvivalencia-osztalyokra.
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6.8. Példa.
Tekintsiik a 6.5. Példdban megadott Lj linearis kiterjesztést. Ekkor a 6.6. Al-
goritmus az alabbi osztdlyozast eredményezi:

{{mr}, {ma, ms, ma, ms, me}, {me, ms}, {mo} .

Ekkor azonban az {mq, ms, m4, ms, mg} osztily elemei nem képeznek an-
tilancot, mert

ma < My, mo < ms, mz < mg.

Az iitemezési feladatnak az gy elkészitett osztalyozas nyilvanvaléan nem
megoldasa.

6.9. Megjegyzés.

Az (M,<) részbenrendezett halmaz linedris rendezés-kongruencidinak
keresésére az 5.33. Kovetkezmény is lehetOséget biztosit. Ha p rendezés-
kongruencia az (M, <) részbenrendezett halmazon, akkor az 5.33. Kovet-
kezmény értelmében az (M/p, <,) faktor-részbenrendezett halmaz pontosan
akkor linedrisan rendezett, ha az O(M) halé [p) féfiltere Boole-héls. p tehat
pontosan akkor linedris rendezés-kongruencia az (M, <) részbenrendezett
halmazon, ha az altala generalt [p) f6filter Boole-hald.
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7 UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK

7.1 RESZBENRENDEZES MAXIMALIS KOMPATIBILIS KITER-
JESZTESEINEK JELLEMZESE

Szpilrajn tétele ([52]) szerint az A halmaz barmely <, részbenrendezé-
se kiterjeszthet6 linearis rendezéssé az A halmazon. Kovetkezésképpen
a maximélis (tovdbb mdar nem bévithetd) részbenrendezések (az adott
reldciéra nézve) az A halmazon éppen az A halmaz linedris rendezései.
Ezt a klasszikus eredményt altalanositotta Szigeti Jend és Nagy Berta-
lan [48] cikkiikben, amelyben igazoltak, hogy ha (A, <,) részbenrendezett
halmaz és f : A — A ciklusmentes rendezés endomorfizmus, amely
kompatibilis a <, relaciora nézve, akkor r kiterjeszthetd linearissd ugy,
hogy a R linearis kiterjesztés szintén kompatibilis tulajdonsagid. Ennek
az eredménynek egy dltaldnositdsa Foldes Istvéan és Szigeti Jend [20] dol-
gozataban olvashaté. A szerzok igazoltdk, hogy az (A, f) undris alge-
bra minden kompatibilis részbenrendezése kiterjesztheté ugynevezett f-
kvazilinearis részbenrendezéssé. Megmutattak, hogy a maximalis kompa-
tibilis részbenrendezések (adott relaciéra nézve) valjdban a kompatibilis
f-kvézilinedris részbenrendezések az (A, f) undris algebran. Ezen ered-
mények felhasznalasaval megadom az r részbenrendezés maximalis kom-
patibilis f-kvazilinearis részbenrendezés kiterjesztéseinek egy 1j jellemzését
tetszbleges (A, f,<,) hdrmas esetén, azaz olyan részbenrendezett mono-
unaris algebrékra, amelyekre az f fliggvény nem feltétleniil ciklusmentes.
A 3.3. Tétel alapjan az alabbi tézist allitom fel:

1. tézis:

Teljes jellemzést megadd tételt fogalmaztam meg és igazoltam az r
részbenrendezés kompatibilis f-kvazilinearis kiterjesztéseirdl, azaz
maximadlis kompatibilis kiterjesztéseirdl, tetszoleges (A, f, <,) rész-
benrendezett mono-undris algebra esetén, az (A*, f*, <,.) harmas
r* részbenrendezésének kompatibilis linearis kiterjesztéseinek fel-
hasznalasaval.

A 3.3. Tételbél a [48] és a [20] dolgozatok kordbbi eredményei speciélis ese-
tekként kaphatoak meg.
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7.2 RESZBENRENDEZES MAXIMALIS KOMPATIBILIS KITER-
JESZTESEINEK METSZETE

Szigeti [49] dolgozataban leirja adott ciklusmentes (A, f, <,) részbenren-
dezett unaris algebra esetén a <, részbenrendezés valamennyi kompatibi-
lis kiterjesztésének metszetét. Az 1. tézis alapjaul szolgald 3.3. Tétel
lehet6vé teszi, hogy altaldnositsuk [49] eredményeit azokra az (A, f,<,)
harmasokra, amelyekre az f : A — A fliggvény nem feltétleniil ciklusmentes.
A metszetet megadd tétel megalkotdsdhoz, [48] megfeleld definiciéi alapjén,
bevezettem az (A, f, <,) részbenrendezett unaris algebraban a {-definit elem,
|-definit elem és indefinit elem fogalmakat (nevezetes elemek). Megmutat-
tam, hogy tetszéleges a € A elemre a hiarom definicié koziil pontosan egy
teljesiil. A nevezetes elemek felhaszndldsaval az M;, M| és M halmazok
ugyanigy definidlhatéak, mint [49]-ben. Az igy létrehozott halmazok és az
f-tiltott par fogalméanak felhasznéldsdval megadtam tetszoleges (A, f, <)
részbenrendezett unaris algebra esetén a <, részbenrendezés maximalis kom-
patibilis kiterjesztéseinek metszetét (3.10. Tétel).

2. tézis:

Megfogalmaztam és bizonyitottam, az 1. tézis felhasznalasaval,
tetszlleges (A, f, <,) részbenrendezett mono-undris algebra esetén
a <, részbenrendezés maximalis kompatibilis kiterjesztéseinek met-
szetét leird tételt.

Az 1. és a 2. tézis alapjaul szolgdld tételeket és bizonyitasokat a disszertécid
3. fejezete és az [SZ8] publikacié tartalmazza.

7.3 A7 ELMELETI EREDMENYEK ALKALMAZASA

Két alkalmazast mutatunk be a disszertacio 4. fejezetében a 2.  té-
zis eredményeinek szemléltetésére. Az elsé esetben ciklusmentes rész-
benrendezett unaris algebra esetén adtunk meg egy specidlis kompatibilis
részbenrendezést, amelynek lezartjat is meghataroztuk.

3. tézis:

Az (A, f) ciklusmentes mono-undris algebra esetén értelmeztem az

f kompatibilis részbenrendezést, amelynek (f); lezartjardl (amely
a 2. tézisben emlitett metszet) teljes leirdst adtam.
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A 3. tézis alapjat jelents 4.7. Tételt és az f kompatibilis részbenrendezés
lezartjanak lefrasahoz felhasznalt allitasokat bizonyitasukkal egyititt a 4.1.
alfejezet és az [SZ10] cikk tartalmazza.

A masodik bemutatott alkalmazdsban nem koveteljiikk meg az f fliggvény
ciklusmentességét, igy a megadott részbenrendezés esetén a lezart néhany
elemének meghatarozasahoz felhasznaljuk a metszet pontos leirasat kimondo
2. tézist. A matematikai hattér pontos kidolgozasa utan a felhasznalt fo-
galmak és a bizonyitott eredmények szemléltetésére olyan példat alkottunk
meg, amely megfelel6 megszoritasokkal végessé tehetd. A 4.2. alfejezet egy
konkrét ciklikus részbenrendezett unaris algebrat mutat be. Ez a példa
az [SZ8] cikkben olvashatd. Itt a metszet leirdsdhoz sziikséges halmazok
kozil csak az Mj-t hatdrozzuk meg, ugyanis az M| és M halmazok tel-
jes leirasa szamos aleset vizsgédlataval jaré hosszi, nagy szdmoldsigényt fe-
ladat. Ezért a cl(A, f, <,) metszet (lezart) teljes lefrdsdhoz szamitégépes
programot készitettem a 3.10. Tétel algoritmizalhatésdgara alapozva. Hét
olyan algoritmust dolgoztam ki, amelyek a program alapjaul szolgaltak. A
megadott algoritmusok szorosan kapcsoldédnak a kitlizott konkrét feladathoz,
azonban altalanosithatésaguk, és ezaltal mas kornyezetben torténé alkalma-
zasuk altalaban kénnyen megvaldsithato. Az algoritmusok pszeudokddjait a
4.2 alfejezet mellett az [SZ9] dolgozat tartalmazza.

7.4 RESZBENRENDEZETT HALMAZ RENDEZES-KONGRUENCI-
AIROL

Részbenrendezett halmaz esetén két viszonylag 1j kongruencia fogal-

mat vizsgaltam (rendezés- és intervallum-kongruencia). A részbenren-

dezett halmaz fent emlitett kongruencidinak fontosabb tulajdonsagait

tanulméanyoztam, feltartam a részbenrendezett halmaz rendezés-kongruen-

ciai és intervallum-kongruenciai koézotti kapcsolatokat, valamint a linearis

kiterjesztésekkel kapcsolatos momentumokat. Az 5.8. Tétel, az 5.13. Tétel és
az 5.14. Kovetkezmény alapjan az alabbi tézist allitom fel:

4. tézis:

Ekvivalens allitdsokat fogalmaztam meg és bizonyitottam az (A, <,.)
részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciaira, valamint inter-
vallum-kongruencidira. Megmutattam tovabba, hogy az (A4, <,) va-
lamennyi intervallum-kongruencijja egyben rendezés-kongruencia-
ja is az adott (A, <,) részbenrendezett halmaznak.
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Az (A, <,) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidinak teljes
héléjara és intervallum-kongruencidinak teljes féligmodularis haldjara meg-
mutattam, hogy e két haldo megegyezik, ha a <, részbenrendezés linedris.
Emellett szamos tovabbi érdekes tulajdonsdgot sikeriilt bizonyitani.

5. tézis:

Véges részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciainak haldjara
igazoltam, hogy olyan relativ komplementumos halé, amely an-
nak ellenére teljesiti a Jordan-Holder lancfeltételt, hogy maga a
halé altalaban nem féligmodularis. Azt is megmutattam, hogy ez a
halé atomisztikus és dualisan atomisztikus, valamint akkor és csak
akkor gyengén 0-disztributiv, ha (A, <,) lanc vagy két elembdl all
antilanc.

Az 5. tézis alapjaul az 5.25. Tétel, az 5.26. Kovetkezmény és az 5.31. Tétel
szolgédl. Azt is bizonyitottam, hogy ha O(A) részhaldja az Eq(A) hélénak,
akkor O(A) féligmodularis hélé. Ha pedig O(A) féligmodularis hald, akkor
(A, <,) intervallum-rendezés. Azoknak a rendezés-kongruencidknak, ame-
lyeknek a faktor-részbenrendezett halmaza linearisan rendezett jelentos alkal-
mazasaik vannak az {itemezéselméletben. Igazoltam, hogy ha (A, <,.) véges
részbenrendezett halmaz és p olyan rendezés-kongruencia (A, <,)-en, amelyre
|A/p| > 3, akkor az (A/p,<,/,) faktor-részbenrendezett halmaz pontosan
akkor linedrisan rendezett, ha az O(A) hald [p) féfiltere Boole-hald.

A 4. és 5. tézis eredményeinek gyakorlati alkalmazhatosagat az titemezés-
elmélet teriiletén vizsgaltam. A Trotter-féle moho algoritmust kiegészitettem
egy olyan algoritmussal, amely adott véges (M, <) részbenrendezett hal-
maz esetén megkeres egy minimalis linedris rendezés-kongruenciat, amely
az (M, <)-vel megadott titemezési feladatra olyan megoldast ad, amely op-
timdlis parhuzamos munkavégzések segitségével (logikai dekompozicié) le
tudja roviditeni a munka elvégzéséhez sziikséges idét (amennyiben lehet&ség
van parhuzamos munkavégzésre).
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8 TOVABBI KUTATASI FELADATOK

Kutatéasaink folytatasara tobb lehetoség is kinalkozik. Természetes mdédon
adddik az a lehet6ség, hogy egy (A, F,r) részbenrendezett algebra esetén egy
helyett két rendezéstarté fiiggvényt tekintsiink. Ekkor tehat F = {f, g},
ahol f és g is rendelkezik a (2.1)-beli kompatibilitasi tulajdonsaggal. Ku-
tatasi célunk lehet annak felderitése, hogy mikor létezik mindkét fiiggvény
rendezéstarté tulajdonsagat megorzo linearis kiterjesztés. Ez a vizsgalat nem
igérkezik konnytinek. A kiterjeszthet6ség nyilvanvald sziikséges feltétele az,
hogy minden

ffroghofogro. . offrogh (kilieNyie{l,2,..,1})

alaku Osszetett fliggvény ciklusmentes. Ez a feltétel sajnos nem elégséges.
Konnyebbnek tiinik az az eset, amikor

Jog=golf,

de a valaszt még ebben a specialis esetben sem ismerjiik. A probléma
nehézségére az alabbi példa is ravilagit.

8.1. Példa.

Tekintsiik az (A, F, <,) részbenrendezett algebrat, ahol A = {a,b,c,d, e} és
F = {f,9}. Az (A, <,) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjaban az
fiA— Aésag: A— A fliiggvény hatasat nyilak szemléltetik. Konnyen

8.1. Abra

lathaté, hogy ekkor fog = go f és valamennyi fenti kompozicié ciklusmentes,
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ennek ellenére nincs olyan linedris kiterjesztése <,-nek, amely megorizné
mindkét fliggvény rendezésorzo tulajdonsagat.

Ha (A, f,<,) egy olyan rendezett harmas, amelyben f : A — A egy <,
szerint (antimonoton) rendezés fordité fiiggvény, akkor természetes médon
felmeriil az a kérdés is, hogy melyek lesznek <,-nek az f fenti tulajdonsagat
megbrzé maximalis (azaz tovabb mar nem bévithetd) kiterjesztései. Csak
abban az esetben ismerjiik a valaszt, amikor f-nek legfeljebb egy fixpontja
van és f o f-nek nincs valédi ciklusa ([34]), ilyenkor van <,-nek linedris
kiterjesztése a fenti tulajdonsaggal. Nyilvanvald, hogy egy linedris ren-
dezés mar nem bovithetd, azaz maximalis. A fent emlitett tulajdonsagu
maximalis kiterjesztések metszete is érdeklédésiinkre tarthat szamot. Ku-
tatasi terveink kozott szerepel tovabba egy olyan tétel megalkotésa, amely
egy részbenrendezés <,-antimonotonitast 6rzo linedris kiterjesztéseinek met-
szetét teljesen leirja. A 3.11. Kovetkezményben megfogalmazott eredmény
jo kiindulasi alapot jelenthet a tovabbi vizsgalatokhoz.

A 4. fejezet masodik példajara épild program tovabbfejlesztése is ter-
veink kozott szerepel. Az alapfeladat altalanositasaval elérheté példaul
olyan helyzet, hogy az egyes f-komponensek kiilonboézé hosszisagu cik-
lusokat tartalmazzanak. Annak a lehetésége is fennall, hogy az ed-
digi oszthatdésdgi relacié helyére mas részbenrendezést adjunk meg. A
legkézenfekvobb lehet0ség az lenne, hogy az alaphalmaz létrehozasdhoz fel-
hasznélt primelemek kitevéjét noveljiik. Ez azonban a szamitasi miiveletek
olyan nagymértékii megnovekedésével jar, amely kifejezetten nagy tel-
jesitményl gépi hatteret igényel. Ebbe az iranyba mar tettiink kezdeti
lépéseket.

A 6. fejezetben bemutatott algoritmusok alapjan olyan program meg-
irasat célozhatjuk meg, amely adott véges (M, <) részbenrendezett halmaz
esetén az 0sszes lehetséges minimalis linedris rendezés-kongruenciat eloallitja,
tehat az ttemezési feladat 0Osszes olyan megoldasat megkeresi, amely
alapjan logikai dekompozicié végezheto el. Szamos olyan eset lehetséges,
amikor nem 4&ll rendelkezésre korlatlan mennyiségii gép a parhuzamos
munkavégzésre, azaz korlatozzuk az osztélyok elemszamat. FElemezhetnénk
tehat a megolddsokat bizonyos korlatozo feltételek mellett (pl. gépek szama,
megmunkéldsi id6). Amennyiben az egyes elvégzendé munkak esetén a meg-
munkalasi (végrehajtasi) id6 is ismert, ugy vizsgdlhatnank annak sziikséges
és elégséges feltételét, hogy a megadott korlatozas mellett a teljes munkaido
minimalis legyen (hatéridés munkak).
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A disszertacié a részbenrendezett mono-unaris algebrak elméletéhez kap-
csolodik. Ha f : A — A olyan egyvaltozdés mivelet amely ciklus-
mentes, akkor az (A, f, <,) részbenrendezett mono-undris algebra esetén
a kompatibilis (rendezéstartast meg6rz6) linedris kiterjesztés létezésének
szitkséges és elégséges feltételét a [48] cikkben taldljuk. Ezen kompati-
bilis kiterjesztések metszetének leirdsa a [49] dolgozatban olvashaté. A
[20] cikk figyelemre mélté eredménye annak a ténynek az igazoldsa, hogy
az (A, f) undris algebra minden kompatibilis részbenrendezése kiterjeszt-
het6 ugynevezett f-kvazilinedris részbenrendezéssé. Ezen eredmények fel-
hasznalasaval az értekezés els6 részében megadom az r részbenrendezés
maximalis kompatibilis f-kvazilinearis részbenrendezés kiterjesztéseinek egy
1j jellemzését tetszéleges (A, f,<,) hdrmas esetén, azaz altaldnositom a
korédbbi eredményeket azokra az (A, f,<,) harmasokra, amelyekre az f
fiiggvény nem feltétleniil ciklusmentes. Tovabba ezen lefras segitségével
megadom az r részbenrendezés maximalis kompatibilis kiterjesztéseinek
metszetét. Az eredmények szemléltetésére két alkalmazast mutatok be.
Az els6 alkalmazéasban ciklusmentes részbenrendezett unaris algebra esetén
adok meg egy specidlis kompatibilis részbenrendezést, amelynek lezartjat is
meghatdrozom. A masodik példiban nem kovetelem meg az f fiiggvény
ciklusmentességét, igy a megadott részbenrendezés esetén a lezart néhany
elemének meghatarozasahoz felhasznalom a metszet pontos leirdsat kimondé
tételt. Az emlitett tétel algoritmizalhatdsagat kihasznalva a metszet vala-
mennyi elemének meghatarozasara algoritmusokat dolgoztam ki és programot
készitettem a Maple programcsomaggal.

Részbenrendezett halmaz esetén két viszonylag 1j kongruencia fogal-
mat vizsgaltam. A részbenrendezett halmaz rendezés- és intervallum-
kongruencidinak fontosabb tulajdonsagait tanulményoztam, feltartam a
részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciai és intervallum-kongruenciai
kozotti kapcsolatokat, valamint a linearis kiterjesztésekkel kapcsolatos mo-
mentumokat. Az (A, <,) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidginak
teljes halojara és intervallum-kongruencidinak teljes féligmodularis hal6jara
megmutattam, hogy e két halé megegyezik, ha a <, részbenrendezés
linedris. Véges részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciainak haléjara
igazoltam, hogy olyan relativ komplementumos halé, amely annak ellenére
teljesiti a Jordan-Holder lancfeltételt, hogy maga a halé altalaban nem
féligmodularis. Azt is megmutattam, hogy ez a halé atomisztikus és dudlisan
atomisztikus, valamint akkor és csak akkor gyengén 0-disztributiv, ha (A, <,.)
lanc vagy két elembél &ll6 antildnc. Azt is bizonyitottam, hogy ha O(A)
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részhaldja az Eq(A) halénak, akkor O(A) féligmodularis hal6. Ha pedig
O(A) féligmodularis halé, akkor (A, <,) intervallum-rendezés. Igazoltam
tovabbd, hogy ha (A, <,) véges részbenrendezett halmaz és p olyan rendezés-
kongruencia (A, <,)-en, amelyre [A/p| > 3, akkor az (A/p,<,,,) faktor-
részbenrendezett halmaz pontosan akkor linedrisan rendezett, ha az O(A)
héls [p) fofiltere Boole-hald.

Az elméleti eredmények gyakorlati alkalmazhatésagat az iitemezéselmélet
tertiletén vizsgaltam. A Trotter-féle mohd algoritmust kiegészitettem egy
olyan algoritmussal, amely adott véges (M, <) részbenrendezett halmaz
esetén megkeres egy minimdlis linedris rendezés-kongruenciat, amely az
(M, <)-vel megadott iitemezési feladatra olyan megoldast ad, amely op-
timdlis parhuzamos munkavégzések segitségével (logikai dekompozicié) le
tudja roviditeni a munka elvégzéséhez sziikséges id6t (amennyiben erre
lehetGség van).
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10 SUMMARY

This PhD dissertation contains new results about partially ordered mono-
unary algebras. The first section is the introduction and in this section we
formulate the aims of our research. In section 2 we provide the necessary
prerequisites.

In the third section of our dissertation we deal with the intersection of
maximal compatible partial orders. We present a characterization of the
maximal compatible extensions of a given compatible partial order <, on
a unary algebra (A, f). These extensions can be constructed by using the
compatible linear extensions of <,., where (A* f* is the so called contracted
quotient algebra of (A, f) and the compatible partial order <,. on (A*f% is
naturally induced by <,. We prove the following theorem:

10.1. Theorem. If (A, f,<,) is a partially ordered unary algebra and R is
a compatible partial order extension of r, then the following are equivalent.

1. Re QL(A, f, <,).
2. R=M\L) for some L € L(A*, f*, <,).

Using this characterization and applying the results of [20] and [49], we
determine the intersection of the maximal compatible extensions of <,.

10.2. Theorem. If (A, f,<,) is a partially ordered unary algebra, then
(A, f,. <) =My UM UM U{(z,z) | x € A})NP.

All of the earlier results in [20], [48] and [49] about compatible extensions
will appear as paticular cases of our Theorems 10.1 and 10.2.

In section 4 we present two applications of our theoretical results. In
our first application we give a special compatible partial order for an acyclic
partially ordered mono-unary algebra and provide a complete description of
the intersection of the compatible linear extensions of the given partial order.

10.3. Theorem. If (A, f) acyclic unary algebra, then f is a compatible
partial order on A and for x,y € A we have

(z,y) € (f)y & x=y, or (x);N{y); # @ and §(z,zly) < 6(y, zL\y).

In our second application we illustrate our definitions and results on a con-
crete example.

In the next section we deal with two relatively new notions. For order-
congruences and interval-congruences we prove the following theorems.
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10.4. Theorem. Let (A,<,) be a poset and p C A X A an equivalence
relation on A. Then the following are equivalent.

(1) p is an order-congruence of (A, <,).

(2) TUpn (rUp)~t =p.

(3) (rVp)N(r='V p) = p holds in the lattice Quord(A) .

(4) There exists a quasiorder § C A x A such thatr C 6 and 0 N O~ = p.

(5) There exists a linear extensionr C R such that p is an order-congruence

of (A, <g).

10.5. Theorem. Let (A, <,) be a poset and p C A x A an equivalence
relation on A. Then the following are equivalent.

(1) p is an interval-congruence of (A, <,).

(2) pUr is transitive.

(3) p is an order-congruence of (A, <,) and we have k™' (r/p) = r for the
canonical map k: A — A/p and for the pre-image

£Hr/p) ={(x,y) € Ax A |z <,y or k(x) <y w(y)}
of the induced partial order <, ,,.

(4) We can find linear extensions r C R;, i € I such that r = ‘ﬂIRi and p
1€

is an order- (< interval) congruence of (A, <g,) for alli € I.

10.6. Corollary. If p C A x A is an interval-congruence of (A, <,) then p
is an order-congruence of (A, <,).

10.7. Theorem. Let (A, <,) be a finite poset. Then the lattice O(A, <,)
satisfies the Jordan-Hdlder (chain) condition. This lattice is atomistic and
dually atomistic. Moreover O(A, <,) is weakly 0-distributive if and only if
(A, <,) is either a chain or a two-element antichain.

In section 7 we show an application in connection with the theory of
scheduling. Based on the results of section 6, we exhibit and implement
an algorithm for determining minimal linear order-congruences, solving the
given scheduling problem.
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