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1. BEVEZETES

1 BEVEZETES

A rendezett algebrai struktirdk elmélete a modern matematika napjainkban is intenziven
kutatott tertilete. Azok az algebrai struktirdak, amelyek parcidlis vagy teljes rendezéssel
vannak elldtva gyakran megjelennek a matematika kiilonboz6 diszciplinaiban. A disszer-
taciéban részbenrendezések bizonyos kompatibilis kiterjesztéseivel foglalkozunk. Az elso
részben egymiveletes unaris algebrakban 1j jellemzését adjuk a maximalis kompatibilis
kiterjesztéseknek és ezt felhasznalva meghatarozzuk ezen kiterjesztések metszetét. A
méasodik részben linearis kiterjesztéseket hasznalunk az tgynevezett rendezés-kongruencidk
vizsgalatahoz. A halmaz részbenrendezése algebrai szempontbdl egyéltalan nem jelent erds
kotottséget. A helyzet azonban rogton megvaltozik, ha rendezéstarté muveletet is tekintiink.
Ebben az esetben a vizsgalatok soran az alapveto kombinatorikus modszerek mellett megjelen-
nek, sot gyakran el6térbe keriilnek az algebraban szokéasos mddszerek.

Az algebra agai kozott sok olyan van, amelyekben az elért konkrét eredményeket a ma-
tematika egyéb agaiban, valamint az informatika teriiletén is fel lehet hasznalni. Az ilyen
eredmények szdma egyre novekszik. Napjainkban, az elméleti szamitastudomany altal fel-
vetett megoldandé feladatok korében a rendezés talan a leggyakrabban hasznalt fogalmak kozé
sorolhaté. A szamitastudomany két nagy tertiletén kifejezetten meghatarozoé szerep jut a ren-
dezésnek. Az els6t az adatszerkezetek jelentik, itt a rendezés méar jol megszokott fogalom. A
masodik tématertiletet az optimalizédlas jelenti, hiszen gyakori eset, hogy rendezési feladat meriil
fel az optimalizdldsi problémak sordn. Utemezési, kivalasztési és keresési feladatok kapesdn a
megoldast biztosito eljarasok altalaban rendezésen alapulnak. A megolddst ad6 rendezéseknek
rendelkezniiik kell a transzformalhatésag tulajdonsagaval, amely lényegében a részleges illetve
a linearis kiterjesztéseket jelenti adott részbenrendezés esetén, ugyanis ezen kiterjesztések mar
onmagukban képesek bemutatni az adott iitemezést, kivalasztast.

Az iitemezési problémdakban, &altalanosan fogalmazva, a cél bizonyos tevékenységek
elvégzésére olyan idobeosztast talalni, amely figyelembe veszi a rendelkezésre allo eroforrasokat,
és valamilyen szempont szerint optimalis. A klasszikus titemezéselmélet fontos teriiletét
alkotjak azok a problémak, ahol adott feladathalmazt kell egy vagy tobb egységnyi ka-
pacitdsu eréforrdson (processzor vagy gép) optimdlisan vagy kozel optimélisan beiitemezni
adott célfiiggvény mellett. Szinte minden esetben hatékony (polinomidlis futdsidejii) egzakt,
vagy ahol ez nem lehetséges, approximéacios algoritmusok kidolgozasa a cél. Ehhez a
problémakorhoz szorosan kapcsolédik kutatomunkank azon gyakorlati alkalmazéasa, amely-
ben a részbenrendezett halmaz minimélis linearis rendezés-kongruencidit hasznaljuk fel olyan
iitemezési feladatok megoldasdhoz, ahol adott idoegység alatt tobb egységnyi kapacitasu gép is
dolgozhat.

1.1 IRODALMI ATTEKINTES

A részbenrendezett halmazok és a haldk elméletének tanulményozasa jelentette kutatasi
témamhoz az elméleti alapot. E két témakor szorosan kapcsoldédik egyméshoz, igy a kiin-
dulopontként felhasznalt irodalom jelentos része mindkét témakorben hasznosnak bizonyult.
A magyar nyelven irédott miivek kozil Szasz Gabor klasszikusnak szamité Bevezetés a
haloelméletbe cimi konyvét ([31]), Czédli Gabor modernebb hangvételit Hdloelmélet jegyzetét
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([7]) és Szigeti Jend Algebra jegyzetét ([34]) emelném ki. Az angol nyelvii irodalomban is
konnyen talalunk jél hasznalhaté forrasokat. Fzek egyikét a Davey-Priestley szerzéparos altal
irt Introduction to Lattices and Order cimli monografia jelenti ([10]). Egy madsik mértékado
forrast William T. Trotter Combinatorics and Partially Ordered Sets, Dimension Theory cimi
konyve jelent ([37]). A kiemelt miivek mellett a [3], [21] és [30] konyveket is hasznéltuk.

A geometria alapjaira vonatkozé kutatdasok kapcsan keletkezett a rendezett struktirdk
elmélete. E témakor alapmiivének Fuchs Laszlé Partially Ordered Algebraic Systems cimii
konyve szamit ([19]). A rendezett algebrék elméletének egyik sarkalatos problémdja, hogy
egy (A, F,r) részbenrendezett algebrai struktira esetén az r részbenrendezés R kompatibi-
lis linedris kiterjesztésének létezésére sziikséges és elégséges feltételt adjon meg. A klasszikus
algebrai strukturakban, tehat amikor (A, F') csoport vagy gylri, a linearis kiterjesztésekkel
kapcsolatos problémak kore alaposan kidolgozott, boséges irodalom talalhaté hozza (pl. [19],
[35]). A részbenrendezett halmazok elméletének egyik alappillére a részbenrendezés linedrissa
vald kiterjeszthetOségét kimondé Szpilrajn tétel a legegyszeriibb esetben, azaz F' = & esetén
ad vélaszt a fenti kérdésre ([36]). Bonyolultabb, de még kezelhetd helyzet keletkezik akkor, ha
egy rendezéstart6 fiiggvényt (egyvaltozos miiveletet) is tekintiink az alaphalmazon. Az els6
lépéseket ebben az iranyban Frasnay ([18]), majd késébb Szigeti, Nagy ([32]) és Lengvarszky
([26]) tették meg. Ha F' = {f} és f : A — A egyvaltozés miivelet, akkor a kompatibilis (ren-
dezéstartast megérzi) linedris kiterjesztés 1étezésének sziikséges és elégséges feltételét Szigeti
és Nagy cikkében taldljuk. A szerzOk lényegében a Szpilrajn tételt altalanositottak [32] dol-
gozatukban, amelyben igazoltdk, hogy ha (A,r) részbenrendezett halmaz és f : A — A olyan
ciklusmentes fliggvény, amely kompatibilis a <, relaciéra nézve, akkor r kiterjeszthetd linearissa
ugy, hogy a R linearis kiterjesztés szintén kompatibilis tulajdonsagu.

Foldes Istvan és Szigeti Jend [17] dolgozatukban bevezették az f-tiltott elempér fo-
galméat és ezen parok alkalmazasaval megadtak az f-kvézilinearitas fogalmat kompati-
bilis részbenrendezések esetén. A szerzék [17]-ben megmutattdk, hogy az (A, f) undris
algebra minden kompatibilis részbenrendezése kiterjesztheté tugynevezett f-kvazilinedris
részbenrendezéssé. Az emlitett tétel figyelemre mélté kovetkezménye, hogy a maximélis
kompatibilis részbenrendezések (adott f esetén) valéjdban a kompatibilis f-kvézilinedris
részbenrendezések az (A, f) undris algebran. A rendezéstartdst megdrzé maximadlis - tehét
nem feltétleniil linedris - kiterjesztésekrdl ad tehat teljes lefrdst [17].

A kompatibilis linedris kiterjesztések metszetének lefrasa ciklusmentes részbenrendezett
(A, f,<,) undris algebra esetén Szigeti [33] dolgozatdaban olvashatd.

Részbenrendezett halmazokon a kongruencia relacié fogalméra az irodalomban kiilonféle
definiciék léteznek. A kongruencia valamennyi megfogalmazasdban olyan ekvivalencia-
relaciéként szerepel, amelynek osztalyai konvex részhalmazok (pl. [4], [25]). Az utébbi években
szamos cikk foglalkozott a félhalok és halok kongruencidinak részbenrendezett halmazokra
valé altalanositasaval. Valamennyi dolgozatban ko6zos gondolat az, hogy ezen kongruenci-
ak megadhatdak bizonyos izoton fliggvények magjaiként ([4], [5], [11], [12] és [22]). A ren-
dezés-kongruencia és a rendezésorzo-particié fogalmat eldszor Trotter vezette be ([37]). Czédli
Géabor és Lenkehegyi Attila rendezett algebrakon definidlta a rendezés-kongruencia fogalmat
és vizsgalta ezen kongruencidk tulajdonsagait ([8], [9]). Felfogdsuk tébb ponton kapesolodik
Bloom korabbi eredményeihez ([2]). Az éltaluk megadott definiciébdl a Trotter-féle kongruen-
cia fogalom levezetheto.
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Az intervallum fogalma a rendezett halmazok elméletében szinte a kezdetekt6l megtaldlhato.
A részbenrendezett halmaz intervallum dekompozicidira vonatkozé eredmények a [8], [13], [14],
[15] és [16] cikkekben olvashatdak.

Az értekezésben bemutatott program alapjat képezo algoritmusok megalkotasdhoz alkalma-
zott technikat az Uj algoritmusok ([6]) cim{ konyv alapjan tanulmanyoztam.

Tobb ezer kiilonbozo titemezési feladatrol talalhatunk cikket a szakirodalomban, és szamuk
egyre n6. Az iitemezéselmélet dttekintéséhez a [24], [28], [38] jegyzeteket, az [1], [23], [27]
és [29] konyveket, valamint a [20] cikket haszndltam. A Kkit{izott iitemezéselméleti feladat
megoldasanak kapcsan a hatékony megoldast kindlé mohé algoritmusok felé fordult figyelmiink.
Koz06s jellemzojiik, hogy egy adott 1épésben mindig az optimélisnak latszo valasztast teszik. A
moho stratégia egy igen hatékony eszkoz, amelynek elsajatitasat a [6] és [37] konyvek tették
lehetové szamomra.

1.2 A KUTATAS CELJA

Tudomanyos kutatomunkam a részbenrendezett unaris algebrak témakoréhez kapcsolddik.
Alapvetoen két {6 feladat elvégzésére torekedtiink.

A [17], [32] és [33] dolgozatok alapjan adddott az Otlet, hogy dltalanositsuk [33] eredményeit
azokra az (A, f,<,) részbenrendezett undris algebrakra, amelyekre az f : A — A fiiggvény
ciklusmentességét nem koveteljiik meg.  Ehhez meg kell adnunk az r részbenrendezés
maximalis kompatibilis, azaz kompatibilis f-kvazilinearis részbenrendezés kiterjesztéseinek egy
j jellemzését tetszoleges (A, f, <,) harmas esetén.

A matematikai hattér pontos kidolgozasa mellett a felhasznalt fogalmak és a bi-
zonyitott eredmények szemléltetésére olyan példa megalkotasara torekedtiink, amely megfeleld
megszoritasokkal végessé tehetd, igy az algoritmusok megadasa utdn szamitogépes prog-
ram irasat céloztuk meg. A programmal szemben azt az elvarast tamasztottuk, hogy
adott kornyezetben meghatarozza az (A, f, <,) részbenrendezett unaris algebra esetén az r
részbenrendezés valamennyi maximalis kompatibilis kiterjesztésének metszetét, tovabba a met-
szet 1étrehozasahoz sziikséges lépéssorozatban minden olyan numerikus értéket kiszamitson,
amelyek fontos informaciékat hordoznak. A program tesztelése sordn természetes modon
addédott ezeken feliil a futési ido csokkentésének igénye.

Az irodalom alapos tanulméanyozasa utan a részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenci-
ainak és intervallum-kongruenciainak vizsgélataval foglalkoztunk. Keressiik ezen kongruenciak
fontosabb tulajdonsdgait, feltarjuk a részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciai és inter-
vallum-kongruenciai kozotti kapcsolatokat, valamint a linearis kiterjesztésekkel Gsszefiiggé mo-
mentumokat.

Elméleti eredményeink gyakorlati vonatkozasait az titemezéselmélet teriiletén vizsgaljuk. A
kitiizott feladat olyan litemezés meghatarozasa, amely valaszt ad arra a kérdésre, hogy melyik
munkat mikor végezziik, ha adott feladat esetén lehet0ség van a parhuzamos munkavégzésre.
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2 FOBB EREDMENYEK

2.1 MAXIMALIS KOMPATIBILIS KITERJESZTESEK

Legyen (A, f, <,) részbenrendezett unéris algebra. Definidljuk az aldbbi ekvivalenciarelaciét az
A halmazon:

® = {(2,y) | f*(x) =y és f'(y) = = valamilyen &, > 0 egész szdmokra}.
Alkalmazzuk a tovabbiakban az aldbbi jelolést:
A" = Aly = {a]y |2 € A},
Az f*: A* — A* indukalt fliggvény értelmezése:

flzle) =f(@)]e, €A

Konnyen lathaté, hogy f*-nak nincs valddi ciklusa.
Definialjuk a p(r) reflexiv binéris relaciét az A* halmazon a kovetkez&képpen:

p(r) ={([z]g . [yle) € A" x A" | 2" <, ¢/ valamely 2" € [z, y' € [yl esetén}.

2.1. Lemma.
A p(r) reflexiv bindris reldcio r* = p(r) tranzitiv lezdrtja kompatibilis részbenrendezés az
(A*, f*) undris algebrdn.

Az (A%, f*, <,~) hdrmast az (A4, f, <,) hdrmas Gsszehiizott részbenrendezett undris algebrajanak
nevezzik. Alkalmazzuk az alabbi jeloléseket:

QL(A, [, <,)={R|r C RC A x A, R kompatibilis f-kvazilinedris kiterjesztés},

L(A f,<,)={R|r C RC Ax A és R kompatibilis linedris rendezés}.

Egy L € L(A*, f*, <,~) kompatibilis linearis kiterjesztésre értelmezziik az A halmazon az alabbi
reflexiv relaciot:

ML) ={(u,v) € Ax A| ([ulg,[v]g) € L és (u,v) nem f-tiltott}.

A kovetkezo tétel teljes jellemzést biztosit az r részbenrendezés kompatibilis f-kvazilinearis
kiterjesztéseirél az (A*, f*, <,») harmas r* részbenrendezésének kompatibilis linearis kiter-
jesztéseinek felhasznaldsaval.

2.2. Tétel.
Ha (A, f,<,) részbenrendezett undris algebra és R kompatibilis részbenrendezés kiterjesztése

r-nek, akkor az alabbi dllitasok ekvivalensek:
(1) R € Q‘C(A? fa ST)
(2) R = \L) valamely L € L(A*, f*, <,) esetén.
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2.3. Definicio.
Az (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra esetén az

rp=c(A f,<)= (] R

ReQL(A,f,<r)
metszetet az r részbenrendezés lezdrtjanak nevezzik az (A, f) pdrra nézve.
Vezessiik be az alabbi fogalmakat [32] megfelelé definici6i alapjan.

2.4. Definicio.
Az (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra a € A eleme

(1) 1-definit, ha fP(a) <, f%(a) valamely 0 < p < q egész szdmokra,
(2) |-definit, ha f%(a) <, fP(a) valamely 0 < p < q egész szamokra,

(3) indefinit, ha fP(a) # fi(a) esetén fP(a) és fi(a) dsszehasonlithatatlan az r reldcidra nézve
minden 0 < p,q egész szamra.

2.5. Kovetkezmény.
Ha (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra és a € A, akkor a 1-definit, |-definit és indefinit
tulajdonsdgok kozul az a elem pontosan egyet teljesit.

Definialjuk az M;, M| és M halmazokat ugy, mint [33]-ban.

2.6. Definicio.

My ={(z,y) € Ax Az 1 -definit, (3Im)(3)0 <m < ¢, f'(x) <, f"(y) # (@)},
My ={(z,y) € Ax A|x | -definit, (3Im)(3)0 <t < m, f'(x) <, f"(y) # (@)},
M = {(x,y) € Ax A | x indefinit, (3m)(Ft)( T ) ()0 <m <¢,0 <t <m/,
Fia) <o f7 () # £ (@), £ (@) <0 f () # 7 (@)}
Készitsiik el tovabba az alabbi halmazt:

P={(z,y) € Ax A| (z,y) nem f-tiltott}.

A kovetkezO tétel részbenrendezett unaris algebra esetén teljes lefrast ad az r
részbenrendezés maximalis kompatibilis kiterjesztéseinek metszetérol.

2.7. Tétel.
Ha (A, f, <,) részbenrendezett undris algebra, akkor

A, f, <) =My UM UMU{(z,z) |z € A})NP
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2.2 Az ACIKLIKUS (A, f, /) RESZBENRENDEZETT UNARIS ALGEBRA

Az (A, f) undris algebrdnak az « € A eleme altal generalt részalgebrajat jelolje (z) ;. Definidljuk
az f C A x A relaciét a kovetkezéképpen:

tfy & (@) C )y

2.8. Allitas. )
Az (A, f) ciklusmentes undris algebranak f kompatibilis részbenrendezése.

2.9. Allitas.
Tegyiik fel, hogy az (A, f) ciklusmentes undris algebra x,y € A elemeire (x) ;N (y) s # @. Ekkor
pontosan egy olyan z € A elem létezik, amelyre

()N (y)r = (2)s
teljesil. Ezt az elemet az x ésy elemek f-metszetének nevezzik, jelolésére az x/A\y- t haszndljuk.

2.10. Definicié.
Ha az (A, f) ciklusmentes undris algebra x,y € A elemeire (z)y N (y); # &, akkor az x és y
elemek f-tavolsaga:

0z, y) = [({x)r \ W) ) U (@) \ (@) ) = @) \ (wds| + 1) \ (@) gl

A 2.9. Allitds miatt az z és y elemek f-tévolsiga (x)r N (y)s # D esetén:

(z,y) = [{z) \ (D) sl + [{w) s \ (zDy)sl.

Az aldbbi tétel az (A, f) ciklusmentes undris algebra f részbenrendezésének lezartjat irja
le.

2.11. Tétel.
Az (A, f) ciklusmentes undris algebra f kompatibilis részbenrendezésének az (f) s lezdrtjara és
az x,y € A elemekre teljesiil, hogy:

(@) € (f)y & haz=y, vagy (x); N (y)s # @ és d(z,xlhy) < 3y, zLy).

2.3 KONGRUENCIAK RESZBENRENDEZETT HALMAZOKON
Az aldbbi definicié alapjdul a [8] cikk szolgélt.

2.12. Definicio.
Legyen (A, <,.) részbenrendezett halmaz és p C A x A ekvivalenciareldcid A-n.

(1) Az xg,x1,....,x, € A, (n > 1) sorozatot p-sorozatnak nevezzik, ha bdrmely i € {1,...,n}
esetén vagy (T;—1,x;) € p vagy xi—1 <, x; (azaz (r;—1,x;) € pUr). Ha xy = x,, akkor
p-korrol szolunk.
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(2) A p relicic rendezés-kongruencia az (A, <,) részbenrendezett halmazon, ha minden
o, T1, ..., Ty € A p-kor esetén

teljestil.

2.13. Tétel.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz, p C A x A ekvivalenciareldcio A-n. Ekkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek.

(1) p rendezés-kongruencia (A, <,)-en.

(2) TUpN(rUp)~ =p.

(3) Quord(A)-ban (rV p)N (r='V p) =p.

(4) Létezik olyan 0 C A x A kvdzirendezés, amire r C 0 és 0NO~' = p.

(5) Létezik olyan r C R linedris kiterjesztés, amelyre p rendezés-kongruencia (A, <g)-en.

2.14. Definicio.
A p C A x A ekvivalenciarelicio az (A,<,) részbenrendezett halmaznak intervallum-
kongruencidja, ha minden [x], C A ekvivalencia osztaly intervalluma (A, <,)-nek.

2.15. Allitas.
Ha p C A x A egy rendezés-kongruencidja (A, <g)-nek, ahol R linedris, akkor p intervallum-
kongruencidja (A, <g)-nek.

2.16. Tétel.
Legyen (A, <,) részbenrendezett halmaz és p ekvivalenciareldcid az A halmazon. Ekkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek:

(1) p intervallum-kongruencia (A, <,)-en.
(2) pUr tranzitiv.

(8) p rendezés-kongruencia (A, <,)-en, valamint a k : A — A/p kanonikus leképezésre és a
< /p ndukdlt részbenrendezés

R r/p) = {(w,y) € Ax A | x <,y vagy 5(z) <pp 1(y)}
dsképére k1 (r/p) = 1.

(4) Léteznek olyan r C Ry, i € I linedris kiterjesztések, amelyekre r = AﬂIRi és p rendezés-
1€

(& intervallum) kongruencidja (A, <g,)-nek minden i-re.

2.17. Kovetkezmény.
Ha p C A x A egy intervallum-kongruencidja (A, <,)-nek, akkor rendezés-kongruencidja is.

9
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Jelolje O(A, <,) vagy roviden O(A) az (A, <,) részbenrendezett halmaz valamennyi ren-
dezés-kongruencidjanak halmazat. (O(A), C) részbenrendezett halmaz a halmazelméleti tartal-
mazasra nézve.

2.18. Tétel.

Legyen (A, <,) véges részbenrendezett halmaz. Ekkor az O(A) hdld relativ komplementu-
mos. Ha ¢ < 0 rakdvetkezés teljesiil O(A)-ban, akkor ugyanez kovetkezik be Eq(A)-ban is.
Kévetkezésképpen O(A) is teljesiti a Jordan-Holder lancfeltételt.

2.19. Kovetkezmény.
Legyen (A, <,) véges részbenrendezett halmaz. Ekkor az O(A) hdlé atomisztikus és dudlisan
atomisztikus. Az O(A) hdlé valamennyi atomja felirhato

Viapy = {a,b} U {{x} |z € A\ {a,b}}

alakban, ahol a,b € A és vagy a < b vagy pedig a és b dsszehasonlithatatlan elemek a <, reldcio
szerint.

2.20. Kovetkezmény.
Legyen (A, <,.) részbenrendezett halmaz.

(1) Ha O(A) részhdldja az Eq(A) hdlonak, akkor O(A) féligmoduldris hdld.
(2) Ha O(A) féligmoduldris hdlo, akkor (A, <,) egy ugynevezett intervallum-rendezés.

2.21. Tétel.
Eqy véges (A, <,) részbenrendezett halmazra az aldbbiak ekvivalensek.

(1) O(A) gyengén 0-disztributiv hdld.
(2) O(A) Boole-hdlo.
(3) (A, <,) vagy ldnc, vagy két elembél dllé antildnc.

2.22. Kovetkezmény.

Legyen (A, <,) véges részbenrendezett halmaz és p olyan rendezés-kongruencia (A, <,)-en,
amelyre |A/p| > 3. Ekkor az (A/p,<,;,) faktor-részbenrendezett halmaz pontosan akkor
linedrisan rendezett, ha az O(A) hdld [p) féfiltere Boole-hdlo.

10
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3 UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK

3.1 RESZBENRENDEZES MAXIMALIS KOMPATIBILIS KITERJESZTESEINEK
JELLEMZESE

Szpilrajn tétele ([36]) szerint az A halmaz barmely <, részbenrendezése kiterjeszthetd linedris
rendezéssé az A halmazon. Kovetkezésképpen a maximélis (tovdbb mar nem bévitheto)
részbenrendezések (az adott relaciéra nézve) az A halmazon éppen az A halmaz linedris
rendezései. Fzt a klasszikus eredményt &ltaldnositotta Szigeti Jend és Nagy Bertalan [32]
cikkiikben, amelyben igazoltak, hogy ha (A, <,) részbenrendezett halmaz és f : A — A cik-
lusmentes rendezés endomorfizmus, amely kompatibilis a <, relaciéra nézve, akkor r kiterjesz-
thetd linearissa gy, hogy a R linearis kiterjesztés szintén kompatibilis tulajdonsagi. Ennek
az eredménynek egy altalanositdasa Foldes Istvan és Szigeti Jend [17] dolgozatéban olvashatd.
A szerzok igazoltak, hogy az (A, f) unéris algebra minden kompatibilis részbenrendezése ki-
terjeszthetd ugynevezett f-kvazilinearis részbenrendezéssé. Megmutattak, hogy a maximalis
kompatibilis részbenrendezések (adott reldcidra nézve) valéjaban a kompatibilis f-kvézilinedris
részbenrendezések az (A, f) unéris algebran. Ezen eredmények felhasznéldsiaval megadom az
r részbenrendezés maximalis kompatibilis f-kvézilinearis részbenrendezés kiterjesztéseinek egy
1j jellemzését tetszéleges (A, f, <,) harmas esetén, azaz olyan részbenrendezett mono-unaris
algebrakra, amelyekre az f fliggvény nem feltétleniil ciklusmentes. A 2.2. Tétel alapjan az
alabbi tézist allitom fel:

1. tézis:

Teljes jellemzést megado tételt fogalmaztam meg és igazoltam az r részbenrendezés
kompatibilis f-kvazilinearis kiterjesztéseirol, azaz maximalis kompatibilis kiter-
jesztéseirdl, tetszbleges (A, f, <,) részbenrendezett mono-undris algebra esetén, az
(A*, f*,<,») harmas r* részbenrendezésének kompatibilis linedris kiterjesztéseinek
felhasznalasaval.

A 2.2. Tételbdl a [32] és a [17] dolgozatok kordbbi eredményei specidlis esetekként kaphatdak
meg.

3.2 RESZBENRENDEZES MAXIMALIS KOMPATIBILIS KITERJESZTESEINEK
METSZETE

Szigeti [33] dolgozataban leirja adott ciklusmentes (A, f, <,) részbenrendezett undris algeb-
ra esetén a <, részbenrendezés valamennyi kompatibilis kiterjesztésének metszetét. Az 1.
tézis alapjaul szolgdl6 2.2. Tétel lehetévé teszi, hogy éltalanositsuk [33] eredményeit azokra az
(A, f,<,) hdrmasokra, amelyekre az f : A — A fiiggvény nem feltétleniil ciklusmentes. A met-
szetet megadé tétel megalkotasahoz, [32] megfelel§ definiciéi alapjan, bevezettem az (A, f, <,)
részbenrendezett undris algebraban a T-definit elem, |-definit elem és indefinit elem fogalmakat
(nevezetes elemek). Megmutattam, hogy tetszéleges a € A elemre a harom definicié koziil pon-
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tosan egy teljesiil. A nevezetes elemek felhasznalasaval az M;, M| és M halmazok ugyanugy
definidlhatéak, mint [33]-ban. Az igy létrehozott halmazok és az f-tiltott par fogalmanak
felhasznalasaval megadtam tetszéleges (A, f, <,) részbenrendezett unéris algebra esetén a <,
részbenrendezés maximélis kompatibilis kiterjesztéseinek metszetét (2.7. Tétel).

2. tézis:

Megfogalmaztam és bizonyitottam, az 1. tézis felhaszndalasaval, tetszéleges (A, f, <,)
részbenrendezett mono-unaris algebra esetén a <, részbenrendezés maximalis kom-
patibilis kiterjesztéseinek metszetét leird tételt.

Az 1. és a 2. tézis alapjaul szolgald tételeket és bizonyitdsokat a disszertacio 3. fejezete és az
[SZ8] publikacié tartalmazza.

3.3 AZ ELMELETI EREDMENYEK ALKALMAZASA

Két alkalmazast mutatunk be a disszertacié 4. fejezetében a 2. tézis eredményeinek
szemléltetésére. Az elsé esetben ciklusmentes részbenrendezett unéris algebra esetén adtunk
meg egy specialis kompatibilis részbenrendezést, amelynek lezartjat is meghataroztuk.

3. tézis:

Az (A, f) ciklusmentes mono-undris algebra esetén értelmeztem az f kompatibilis

részbenrendezést, amelynek (f); lezartjarél (amely a 2. tézisben emlitett metszet)
teljes leirast adtam.

A 3. tézis alapjat jelent6 2.11. Tételt és az f kompatibilis részbenrendezés lezartjanak leirasahoz
felhasznalt allitdsokat bizonyitasukkal egyiitt a 4.1. alfejezet és az [SZ10] cikk tartalmazza.

A mésodik bemutatott alkalmazasban nem koveteljiik meg az f fiiggvény ciklusmentessé-
gét, igy a megadott részbenrendezés esetén a lezart néhany elemének meghatarozasahoz fel-
hasznaljuk a metszet pontos leirasat kimond6 2. tézist. A matematikai hattér pontos kidol-
gozasa utan a felhasznalt fogalmak és a bizonyitott eredmények szemléltetésére olyan példat
alkottunk meg, amely megfelel6 megszoritasokkal végessé teheto. A 4.2. alfejezet egy konkrét
ciklikus részbenrendezett undris algebrat mutat be. Ez a példa az [SZ8] cikkben olvashato. Itt
a metszet leirasdhoz sziikséges halmazok kozil csak az M;-t hatarozzuk meg, ugyanis az M| és
M halmazok teljes leirasa szdamos aleset vizsgalataval jaré hosszi, nagy szamolasigényti fela-
dat. Ezért a cl(A, f, <4) metszet (lezart) teljes leirasahoz szamitdgépes programot készitettem
a 2.7. Tétel algoritmizalhatosdgara alapozva. Hét olyan algoritmust dolgoztam ki, amelyek
a program alapjaul szolgdltak. A megadott algoritmusok szorosan kapcsolédnak a kitlizott
konkrét feladathoz, azonban altaldanosithatosaguk, és ezaltal mas kornyezetben torténd alkal-
mazasuk altalaban konnyen megvaldsithat6. Az algoritmusok pszeudokddjait az értekezés 4.2
alfejezete mellett az [SZ9] dolgozat tartalmazza.
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3.4 RESZBENRENDEZETT HALMAZ RENDEZES-KONGRUENCIAIROL

Részbenrendezett halmaz esetén két viszonylag 1j kongruencia fogalmat vizsgdltam (ren-
dezés- és intervallum-kongruencia). A részbenrendezett halmaz fent emlitett kongruencidinak
fontosabb tulajdonsagait tanulmanyoztam, feltartam a részbenrendezett halmaz rendezés-kong-
ruenciai és intervallum-kongruencidi kozotti kapcsolatokat, valamint a linearis kiterjesztésekkel
kapcsolatos momentumokat. A 2.13. Tétel, a 2.16. Tétel és a 2.17. Kovetkezmény alapjan az
alabbi tézist allitom fel:

4. tézis:

Ekvivalens allitdsokat fogalmaztam meg és bizonyitottam az (A, <,) részbenrende-
zett halmaz rendezés-kongruenciaira, valamint intervallum-kongruenciaira. Meg-
mutattam tovabb4d, hogy az (A, <,) valamennyi intervallum-kongruencidja egyben
rendezés-kongruenciija is az adott (A, <,) részbenrendezett halmaznak.

Az (A, <,) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidinak teljes haldjara és intervallum-
kongruencidinak teljes féligmodularis halgjara megmutattam, hogy e két halé megegyezik, ha
a <, részbenrendezés linearis. Emellett szdmos tovabbi érdekes tulajdonsagot sikeriilt bi-
zonyitani.

5. tézis:

Véges részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciainak haléjara igazoltam, hogy
olyan relativ komplementumos halé, amely annak ellenére teljesiti a Jordan-Holder
lancfeltételt, hogy maga a hal6 altalaban nem féligmodularis. Azt is megmutattam,
hogy ez a halé atomisztikus és dudlisan atomisztikus, valamint akkor és csak akkor
gyengén 0-disztributiv, ha (A, <,) lanc vagy két elembél 4llé6 antilanc.

Az 5. tézis alapjaul a 2.18. Tétel, a 2.19. Kovetkezmény és a 2.21. Tétel szolgal. Azt is
bizonyitottam, hogy ha O(A) részhaldja az Eq(A) halénak, akkor O(A) féligmodularis halé. Ha
pedig O(A) féligmoduldris hald, akkor (A, <,) intervallum-rendezés. Igazoltam, hogy ha (A, <,)
véges részbenrendezett halmaz és p olyan rendezés-kongruencia (A, <,)-en, amelyre |A/p| > 3,
akkor az (A/p, <,/,) faktor-részbenrendezett halmaz pontosan akkor linearisan rendezett, ha az
O(A) halé [p) féfiltere Boole-hdls. A 4. és 5. tézis alapjaul szolgdld tételeket bizonyitdsukkal
egylitt az értekezés 5. fejezete, valamint az [SZ2] és [SZ5] publikacidk tartalmazzak.

A 4. és 5. tézis eredményeinek gyakorlati alkalmazhatosagat az titemezéselmélet tertiletén
vizsgaltam. A Trotter-féle mohé algoritmust kiegészitettem egy olyan algoritmussal, amely
adott véges (M, <) részbenrendezett halmaz esetén megkeres egy minimalis linedris rendezés-
kongruencidt, amely az (M, <)-vel adott {itemezési feladatra olyan megoldast ad, amely op-
timalis parhuzamos munkavégzések segitségével leroviditi a munka elvégzéséhez sziikséges idot.

13



4. SUMMARY

4 SUMMARY

Our PhD dissertation contains new results about partially ordered mono-unary algebras. The
first section is the introduction and in this section we formulate the aims of our research. In
section 2 we provide the necessary prerequisites.

In the third section of our dissertation we deal with the intersection of maximal compatible
partial orders. We present a characterization of the maximal compatible extensions of a given
compatible partial order <, on a unary algebra (A, f). These extensions can be constructed by
using the compatible linear extensions of <,., where (A% f? is the so called contracted quotient
algebra of (A, f) and the compatible partial order <, on (A% f) is naturally induced by <,.
We prove the following theorem:

4.1. Theorem. If (A, f,<,) is a partially ordered unary algebra and R is a compatible partial
order extension of r, then the following are equivalent.

1. Re QL(A, f,<,).
2. R=X(L) for some L € L(A*, f*, <;x).

Using this characterization and applying the results of [17] and [33], we determine the
intersection of the maximal compatible extensions of <,.

4.2. Theorem. If (A, f,<,) is a partially ordered unary algebra, then
(A, f,<,) =My UM UMU{(z,x) | x € A})NP.

All of the earlier results in [17], [32] and [33] about compatible extensions will appear as
particular cases of our Theorems 4.1 and 4.2.

In section 4 we present two applications of our theoretical results. In our first application
we give a special compatible partial order for an acyclic partially ordered mono-unary algebra
and provide a complete description of the intersection of the compatible linear extensions of
the given partial order.

4.3. Theorem. If (A, f) acyclic unary algebra, then f s a compatible partial order on A and
for x,y € A we have

A

(,y) € (f)y & =y, or (x);N(y); # @ and 6(x, vAy) < i(y,zAy).

In our second application we illustrate our definitions and results on a concrete example.
In section 5 we deal with two relatively new notions. For order-congruences and interval-
congruences we prove the following theorems.

4.4. Theorem. Let (A, <,) be a poset and p C A X A an equivalence relation on A. Then the
following are equivalent.

(1) p is an order-congruence of (A, <,).
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(2) rUpn(rUp)~t =p.
(3) (rVp)N(r=tVp) = p holds in the lattice Quord(A) .
(4) There exists a quasiorder § C A x A such thatr C 0 and 0 N O~ = p.

(5) There exists a linear extension r C R such that p is an order-congruence of (A, <g).

4.5. Theorem. Let (A, <,) be a poset and p C A X A an equivalence relation on A. Then the
following are equivalent.

(1) p is an interval-congruence of (A, <,.).
(2) pUr is transitive.

(3) p is an order-congruence of (A,<,) and we have k~'(r/p) = r for the canonical map
k:A— A/p and for the pre-image

K (r/p) ={(z,y) € Ax Al x <,y ork(z) < 6(y)}
of the induced partial order <,.,.

(4) We can find linear extensions r C R;, 1 € I such that r = ‘ﬂIRi and p is an order- (<
S
interval) congruence of (A, <g,) for alli € I.

4.6. Corollary. If p C Ax A is an interval-congruence of (A, <,.) then p is an order-congruence
of (A, <,).

4.7. Theorem. Let (A, <,) be a finite poset. Then the lattice O(A, <,) satisfies the Jordan-
Hélder (chain) condition. This lattice is atomistic and dually atomistic. Moreover O(A, <,) is
weakly 0-distributive if and only if (A, <,.) is either a chain or a two-element antichain.

4.8. Corollary. Let (A, <,) be a finite poset and p an order-congruence on it and |A/p| > 3.
Then the factor-poset (A/p,<,),) is linearly ordered if and only if the principal filter [p) of
O(A) is a Boolean lattice.

In section 7 we show an application in connection with the theory of scheduling. Based on
the results of section 6, we exhibit and implement an algorithm for determining minimal linear
order-congruences, solving the given scheduling problem.
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