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A témavezetd ajanlasa

Szilvasiné Rozgonyi Erika:
”Nemlinearis peremértékproblémak megoldasainak vizsgalata és
néhany folyadék mechanikai alkalmazas” cimii PhD értekezéséhez

Szilvasiné Rozgonyi Erika 2004-ben kezdte el részletesen vizsgalni
a linearis és nemlinearis differencidlegyenletek numerikus és analitikus
megoldésait, nevezetesen a perem- illetve a kezdetiérték probléméak megold-
hatdsagat, a megoldasok szamossagat és a kozelité megoldasok elballitasat.

A 2004 és 2010 kozotti idészakban, ebben a témakorben végzett ku-
tatasairol 4 folydirat cikk jelent meg, konferencidkon tartott el6adasai
alapjan pedig 11 dolgozat konferencia kiadvanyban keriilt publikalasra. A
folydiratcikkek mindegyike nemzetkozi, a SCOPUS adatbéazisban nyilvan-
tartott folydiratban jelent meg és a dolgozatok koziil ketté impakt faktorral
rendelkez6 folydiratban keriilt kozlésre, az impakt faktorok osszege: 2,782.
A folyoiratcikkekre eddig 9 kiilfoldi hivatkozés ismert.

Az értekezés az elmilt évek sikeres publikacios tevékenysége alapjan
késziilt, amelyben a jelolt foglalkozik az altalanositott hipergeometrikus
fliggvényekkel, azok hatvanysor alaki kozelitésével, egy harompontos
peremértékfeladat megoldasaival, megadja a megoldasok 1étezésének sziiksé-
ges és elégséges feltételét, megvizsgalja a tobbszoros megoldasok 1étezésének
feltételeit. Tovabba két fizikai alkalmazést vizsgdl: az egyikben viszkoézus
folyadék laminaris aramlasakor fellép6 hovezetést és hofejlodést tekinti
egyenes csoben hémérséklettol fiiged viszkozitas esetén, a masikban pedig
egy nemlinearis reakcié-diffizié problémahoz a lokalis megoldas létezésére
feltételt ad és meghatarozza a megoldasokat.

Az értekezés Szilvasiné Rozgonyi Erika 6nallé eredményeit tartalmazza és
a Hatvany Jozsef Informatikai Tudoméanyok Doktori Iskola szabalyzataban
megkovetelt kovetelményeknek mindenben megfelel.

A fentiek alapjan a jelolt szamara a PhD cim odaitélését messzemenden
tamogatom.

Miskolc, 2011. &prilis 8.

Vadészné Dr. Bognar Gabriella
tudomanyos vezeto
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1. BEVEZETES

1 BEVEZETES

Az értekezés a matematika egy széles korben kutatott agaval a nemlinedris
differencidlegyenletek peremérték feladataival, azok megoldasainak tulaj-
donségaival és meghatarozasaval foglalkozik. Az elért eredmények kozott
sok olyan talalhato, amelyeket a matematika egyéb dgaiban, a mechanikéaban,
valamint az informatika tertiletén is fel lehet hasznalni.

Az ilyen eredmények szama egyre novekszik, az alkalmazéasok lehetdsége
egyre szerteagazobb. Példaul a szamitastudomany tobb nagy tertiletén kife-
jezetten meghatarozd szerep jut a differencidlegyenleteknek. De meg kell
emliteniink még a természetben lejatszodd jelenségek, a bioldgiai, fizikai,
kémiai folyamatok, s6t a mechanikai mozgasok matematikai modelljéiil
szolgalo differencidlegyenletek fontossagat is.

A dolgozat vezérfonalat adott feladatok megolddsainak hatvanysor
alakt felirasai adjak, amelyek meghatarozasara maédszert adunk és ezen
megoldasokat konkrét példakon és abrakon keresztiil is szemléltetjiik. A dol-
gozat az ugynevezett dltalanositott hipergeometrikus fiiggvények hatvanysor
alaku eléallitasat, valamint egy harompontos peremérték feladat megold-
hatosaganak feltételeit tartalmazza. A mésodik részben két alkalmazas
talalhaté. Az egyik egy konkrét fizikai alkalmazas, mely kisérleteken alap-
szik és a kisérletekkel mar nem mérhet6 értékeket szolgédltatja. A mésik
alkalmazas a reakcio-diffuzio egyenletek koréhez kapesolédd probléma.

A disszertaciét az elozetesen onalldan, illetve tarsszerzokkel kozosen
készitett 15 mar megjelent cikk és a konferencidkon tartott eléadasok alapjan
allitottuk ossze. A dolgozatok egy része nemzetkozi, referdlt (és impakt fak-
torral rendelkezé) folydiratban, hazai és kiilfoldi konferencia kiadvanyokban
jelentek meg.

1.1 A DOLGOZAT FELEPITESE

Az értekezés elso fejezete a bevezeto, mely az irodalmi attekintés és a dolgo-
zat rovid Osszefoglaldsa mellett a kutatas célkitiizéseit tartalmazza.

A masodik fejezetben hipergeometrikus fiiggvényekkel foglalkozunk,
melyeknek tobbféleképpen megadjuk az altalanositasukat is. Vizsgéljuk
az altalunk felirt altalanositott hipergeometrikus fliggvényeket eloallitd
nemlinearis differencidlegyenletek tulajdonsagait, majd ezen fiiggvényeket
hatvanysor alakban irjuk fel, igy, hogy moddszert adunk a hatvanysorban sze-
replo egyiitthatok kiszamitasara. Rendszerezziik, hogy az adott differencial-
egyenlethez milyen kezdeti feltételek mellett milyen megoldasokat kapunk.
Az adott numerikus szamitasokat MAPLE-ben irt programokkal végezziik el.
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Tobb példan keresztiil mutatjuk meg az eljaras méodszerét és a megoldasokat
Descartes-féle koordinata-rendszerben is abrazoljuk, majd 6sszehasonlitjuk a
numerikus és az analitikus eredményeket.

A harmadik fejezetben egy harompontos peremérték feladat megoldésait
vizsgaljuk, ahol megadjuk a megoldasok létezésének sziikséges és elégséges
feltételét homogén és inhomogén esetben is. Definidljuk a feltételekhez
sziilkséges halmazokat, fiiggvényeket, melyeket FORTRAN nyelven il-
letve MATLAB-ban megirt programokkal szemléltetiink. Megvizsgaljuk a
tObbszoros megoldasok 1étezésének feltételeit. Tobb példat mutatunk be
a tobbszoros megoldasok szemléltetésére a feladatban szerepld feltételek
figyelembe vételével. A példakban 1évé megoldasfiggvények viselkedését
abrakkal szemléltetjiik. Az dbrakat tobb MATHEMATICA-ban megirt prog-
rammal abrazoljuk.

A disszertacié negyedik fejezete néhany folyadék mechanikai alkalma-
zast targyal, viszkdézus folyadék lamindris aramlésakor fellépo hoévezetést
és a viszkozitasbdl szarmazd ho fejlodését kor keresztmetszetii egyenes
csOben. Az egyenletek megoldasaban hengerkoordinatakat alkalmazunk.
A vizsgalt esetben allanddésult, nyomas hatasara létrejové aramlassal
foglalkozunk. FEz a jelenség matematikailag nemlinearis parcidlis differen-
cidlegyenletekkel modellezhet6. Ezen aramlésok részletes analizise lehetové
teszi a megfelel6 modellek értékelését és a prototipikus ipari folyamatok nu-
merikus elorejelzését. Erds homérséklettiiggd viszkozitas esetén nem kivant
jelenségek 1éphetnek fel a gyartasi folyamatok soran. A polimer folyadékok
reologiai viselkedésének kvantitativ leirasa a feldolgozas és a termékek tu-
lajdonsdgainak szempontjabol nagyon fontos kérdés. Ebben a részben ele-
mezziilk egy véges hosszisagi hengerben, a nemnewtoni folyadékban 1étrejovo
viszkozus hofejlédést. A folyamatot leiré peremérték feladat megoldédsa
soran vizsgaljuk a folyadék sebesség- és homérséklet eloszlasat nemnewtoni,
hatvanyfiggvényt feltételez6 modellre. Célunk az volt, hogy vizsgaljuk a
homérsékletfiiggd viszkozitas hatdasat a homérséklet és a sebesség eloszldsara.
Bemutatjuk a BRALEN RB 03-23 tipusi alacsony stirtiségti polietilén alap-
anyag reolégiai paramétereinek kisérleti meghatarozasat, a mért értékeket
pedig alkalmazzuk a matematikai modellben és meghatarozzuk az anyag-
ban 1étrejovo hofejlodést. A reoldgiai jellemzdk kiszamitasat lehetové tevo
méréseket a BorsodChem Zrt. kazincbarcikai laboratériumaban végeztiik el.

Szamos kémiai, fizikai, biologiai jelenséget reakcio-diffizié egyenletekkel
irhatunk le. Az értekezés otodik fejezetében egy tobb paramétert tar-
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talmazé nemlinearis reakcié-diffizié problémat mutatunk be, melynek
megadjuk a matematikai modelljét. Lokalis megoldas létezésére feltételt
adunk és meghatarozzuk ezeket a megolddsokat az adott feltételek mel-
lett. Modszert adunk a hatvanysorban szerepld egyititthaték kiszamitaséara.
Ellenérizzitk médszeriink pontossigat. Osszehasonlitjuk az egzakt és lokélis
megoldasokat, majd perturbacié analizist végziink a feladatban szerep-
16 paraméterértékekre. A paraméterek véltozdasanak hatasat abrakkal
szemléltetjiik. A megoldasok meghatarozasaban MAPLE-ben megirt prog-
ramokat hasznalunk.

A hatodik fejezetben Osszefoglaljuk a disszertaciéban szerepl6 fontosabb
fogalmakat, kimondjuk a dolgozat fontosabb tételeire épiil6 téziseket és meg-
fogalmazzuk a jovobeli célkitiizéseket.

A hetedik fejezetben a dolgozat rovid Gsszegzését angol nyelven adjuk
meg.

A nyolcadik fejezet egy melléklet, melyben a disszertacioban megadott
példak megoldésgorbéinek eléallitasara megirt programok koziil harmat mu-
tatunk be.

A disszertacié végén a publikédcids jegyzéket, az ismert hivatkozasokat,
illetve a felhasznélt irodalomjegyzéket taldljuk.

1.2 IRODALMI ATTEKINTES

A dolgozat 2.  fejezete altalanositott hipergeometrikus fiiggvényekkel
foglalkozik, melyek mar az 1800-as években tobbféle vonatkozasban jé
néhany nagyszerii matematikus cikkében megjelentek. Tudomésunk szerint
el6szor Lundberg 1879-ben irt tézisében [48] olvashaté a szinusz fliggvény
altalanositdsa az ugynevezett hipergeometrikus fliggvényekkel kapcsolatban.
Bevezette az egyvéltozds goniometrikus fiiggvényeket, mint a

dy /
—= = (14 4m)"™"
5, = (1£y")

nemlinearis differencidlegyenlet megoldasat, amikor m és n egész szamok. A

megoldasfiiggvényt az
e
€r = —nz/n
o (1-y")

alakban adta meg, ami m = 1, y(0) = 0 esetben megegyezik az &ltalunk
targyalt altaldnositott szinusz fiiggvénnyel. Lundberg munkajat Peetre
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forditotta angol nyelvre Lindqvist és Lindqvist segitségével a Lund Egyete-
men 2003-ban [46]. Lundberg 1846-ban sziiletett Stockholmban és 1879-t61
halalaig matematika-fizika tanar volt egy helyi gimnaziumban.

1938-ban Levin [42] integralegyenlétlenségekkel kapcsolatban foglalkozott
az altalanositott szinusz fliggvény bevezetésével és tulajdonsagaival.

Késébb, 1940-ben Schmidt [60] egy bizonyos tipust integralegyenldtlen-
ség megoldasaként definidlt egy altalanositott szinusz fiiggvényt. Ebben a
dolgozatban nemcsak magat a fiiggvényt tekinti, hanem vizsgédlja annak tu-
lajdonsagait is.

Az 50-es évekig elért eredményekrol jo attekintést nyijt Sansone kényve
(58], melyet kdveten a megjelend cikkek szdma gyorsan novekedett. Fontos
eredmény volt a 90-es években az a megfigyelés, hogy meglep6 hasonlésagok
mutatkoznak az oszcillacids viselkedésben a kvazilinearis és a linearis Sturm-
Liouville-féle egyenletek kozott.

Az ugynevezett féllinedris kozonséges differencidlegyenletek megolda-
saként 1979-ben Elbert [25] adta meg a szinusz fliggvény egyfajta
altalanositasat, melyet nemlinearis parcidlis differencidlegyenlet peremérték
feladataindl alkalmaztak jé néhanyan, példaul Bognér 1992-ben megjelent [9]
cikkében alkalmazta kétdimenziés esetben.

A trigonometrikus fiiggvények altalanositasaval kapcsolatban szamos cikk
jelent meg, mint példaul 1999-ben Jaros és Kusano egy jelentds dolgozata
[36], melyben mésodrendii féllinedris differencidlegyenletek Picone tipusi
azonossagaval kapcsolatban targyalta a mar emlitett fiiggvényt. Masik példa
trigonometrikus fiiggvények altalanositasara Dosly 2001-ben megjelent [20]
cikke, ahol a szerz6 megmutatta, hogy az

(r(t)®(z)) + c(t)®(x) = 0, &(x) = |2[" "z, p> 1,

féllinearis differencidlegyenlet megoldasa sok szempontbol hasonlésdgot mu-
tat a klasszikus Sturm-Liouville egyenletekhez a specidlis p = 2 esetre
vonatkozoan.

Fontos kihangstilyoznunk, hogy a kvazilinearis egyenletek megoldasainak
tulajdonsagai, vizsgalati mdodszerei dltalaban lényeges eltéréseket mutatnak
a linearis esethez képest.

2005-ben Ozbekler és Zafer a Sturm-féle Gsszehasonlitdsi elméletet ter-
jesztették ki féllinedris impulziv differencidlegyenletekre (lasd [53]).

Kurokawa és Wakayama 2008-as [39] értekezésiikben periodikus eltéréseket
és a Raabe formulat vizsgaltdk tobbek kozott egyfajta altalanositott szinusz
fliggvényre nézve és ezen fliggvény egy 1j osztalyat vezették be.

2009-ben jelent meg Edmunds és Lang [23] publikdciéja, mely-
ben osszefoglaltdk, hogy hogyan és milyen sokféleképpen adhatdéak meg
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trigonometrikus fiiggvények altalanositasa. Ebben a munkaban a szerzok
hatféleképpen kozelitik meg ezeket a fliggvényeket, ezek koziil néhanyat mi
is emlitiink a 2. fejezetben.

A legfrissebb 2010-ben megjelent Rajovic, Dimitrovski, Stoiljkovic
és Radosavljevic dolgozata [55], melyben az altaluk vett Aaltaldnositott
trigonometrikus fliggvény zérushelyeinek a szamat vizsgaltak.

A disszertacio 3.  fejezetében egy harompontos peremérték feladat
megoldasainak vizsgalatat targyaljuk, ide értve a megoldasok létezésének és
szamossaganak meghatarozasat. Ezen feladatok vizsgalatanak hatteréiil a
Drébek és Milota 2007-ben megjelent konyve szolgélt [22], amelyben meg-
talalhatéak az ilyen tipusu peremérték probléméak megoldasahoz sziikséges
definicidk, tételek és azok bizonyitésai. Ilyen példaul a Rabinowitz és Dancer-
féle bifurkacios tétel, amit mi is felhasznalunk a 3.6. fejezetben.

A disszertacio ezen részéhez még felhasznalasra keriilt Lazer és Leach
1969-ben megjelent kozos cikke [41], melyben nemlinedris kétpontos
peremértékproblémat targyalnak. Egy masik, szamunkra fontos tanulmany
[40] 1970-ben jelent meg, melynek szerzéi -Landesmann és Lazer-
linedris sajatértékekkel és nemlinearis peremérték problémaval foglalkoztak.
Feltétleniil meg kell emliteniink Canada 1987-es szemilinearis peremérték
problémat tekint6 dolgozatat [15], mely nagyban segitette munkédnkat. A
2005-ben megjelent Yongpin [62] publikdciéjdban harompontos peremérték
probléma sajatértékeit keresi. Az itt igazolt tételeket mi is felhasznaljuk.

A dolgozat 4. fejezete a folyadék mechanikai alkalmazds cimet viseli.
McKelvey Polimerek feldolgozésa cimii 1962-ben mérnokhallgatéknak irt
konyve alapjan vettilk a meghatdrozé egyenleteket [51]. A mi 2. fe-
jezetében bevezeti az olvasét- McKelvey szavaival élve- a deformacié és
folyas tudomanyaba, a reolégiaba. Itt megtalalhatéak a folytonossagi, az
energia- és az impulzusegyenletek, melyek a folyadék mindségétol fiiggetlen
fizikai alaptorvények matematikai formai. Az ide vonatkozo egyenleteket
derékszogl-, henger- és gombi-koordindtakkal bizonyitas nélkiil kozli. A 2-
5. fejezetben az 6sszenyomhatatlan nemnewtoni folyadékok mechanikdjanak
atfogo leirasat adja.

A viszkézus folyadék lamindris aramlaséara szolgalé egyenletek felirdsaban
Lajos [38] Az aramlastan alapjai cim{ munkéja is segitséget nyujtott. Ebben
a konyvben megtalalhaté a folyadékok aramlasanak leirdsa, kiilon targyalva
a newtoni és a nemnewtoni folyadékokat. A 8. fejezetben leirtak alapjan
sikeriilt megérteni és alkalmazni az ide vonatkoz6 Osszefiiggéseket. Itt
talalhatjuk a nemnewtoni kozegekre vonatkozé mozgasegyenletet, a laminaris
aramlas alapdefiniciéit és a Navier-Stokes egyenleteket is.

Marossy 1980-ban megirt [49] cikkében a PVC rendszerek gyturdkamras
vizsgdlataval foglalkozik, mely a mianyagok és a mianyag keverékek
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vizsgalatara gyakran alkalmazott eljardas. Ebben a dolgozatban a szer-
z6 leirta a vizsgalt anyag jellemzoinek megadasa utan a gyturékamraban
lejatszodo folyamatokat és a gyuras diagramjainak értékelését. A mérések
alapjan nagyon sok diagramot készitett, ami szintén segitette a felmeriild
problémaink megértését. Ezek utan olyan anyagok vizsgélati eredményeinek
értékelése is lehet6vé valt, amelyek gyurasi diagramjat a cikk megjelenéséig
nem tudtak értékelni a szakemberek. Az altalunk végzett mérési eredmények
kiértékelésekor a [49]-ben alkalmazotthoz hasonlé médszert hasznalunk.

Az 5. fejezetben egy nemlinedris reakcié-diffizié problémat mutatunk be.
Ezen részben 1év6 eredményekhez j6 alapot nyujtott Herrero és Vazquez 1982-
ben irt munkéja [32], melyben nemlinedris degeneralt parabolikus egyen-
letekkel és megoldasaikkal foglalkoztak. Egy masik fontos dolgozat Lin
és Ni szemilinearis egyenleteket targyalé [44] cikke, melyben egy speciélis
kitevo esetén tekintik a peremérték feladatot, amelyet altalanosabb kitevokre
vizsgalt Bognar és Drabek 2005-ben [12]. A disszertdcié 5. fejezetében a
megoldasok analitikus megoldasat adtuk meg ebben az altalanos esetben.

Ezaton szeretném megjegyezni, hogy a kiilonbozo fejezetekben az azonos
bettlivel jelolt paraméterek fejezetenként méds jelentéssel birnak. Ennek oka,
hogy a szakirodalomban szokésos jeloléseket igyekeztiink alkalmazni az egyes
témakban. Példaul az n paraméter a 4. fejezetben a reoldgiai hatvanykitevot,
mig az 5. fejezetben a dimenziét jeloli.

1.3 A KUTATAS CELJA

A disszertacié alapjat a mar megirt cikkek adjék, melyeket az irodalom ala-
pos tanulményozasa el6zott meg. Az irodalomjegyzékben felsorolt cikkek,
konyvek, jegyzetek attekintése hozzajarult az adott tertilet részletes megis-
meréséhez. Az elkésziilt és publikalt cikkek alapjan megirt dolgozat harom
f6 témaval foglalkozik.

Az egyik trigonometrikus fiiggvények &ltalanositasanak hatvanysorral
valé felirdsa, illetve a hatvanysorban szereplo egyiitthatok kiszamitasara
modszer kidolgozasa.

A masodik részben tekintettiink egy harompontos kezdetiérték problémat,
ahol a differencidlegyenletben szereplo fiiggvényekre sziikséges és elégséges
feltételt adtunk, gy hogy az adott probléménak 1étezzen megoldasa. Célunk
volt, hogy feltételeket tudjunk adni el6szor a homogén esetre, majd az inho-
mogén differencidlegyenletre vonatkozéan. Ezek utan a megoldasok szamat
is vizsgaltuk.

Elméleti eredményeink gyakorlati vonatkozasait két részletben targyaljuk.
Az egyik irany a folyadék mechanikai alkalmazasok tertilete, ahol prébaltunk
kézzel foghatd, napjainkban is aktualis kérdésre vélaszt adni. Mindennapi
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hasznélatban is elofordulé alacsony stirtiségli polietilén esetén vizsgaltuk,
hogy a surlédasbél szarmazé hofejlodés miatt hogyan novekszik meg a
homérséklet kapillaris csé esetén. Mivel a polietilénre vonatkozd reoldgiai
tulajdonsdgokat a gyarté cég nem szokta kozolni, ezért méréssel adtuk
meg ezeket a paramétereket és a kapott peremérték feladat megoldasait a
mért anyagi paraméterekkel hataroztuk meg. A szamitasokkal el6allitottuk
azokat a homérsékleteket a cs6é kozépvonalaban, amelyek méréssel nem
meghatarozhatoak.

A masik alkalmazas a reakcié-diffuzio egyenletek korében ismert. Egy
konkrét egyenlettel foglalkoztunk, melynek egzakt megoldasat Bognar és
Drabek 2005-ben megjelent kozos cikkilkben mar megadtdak. A fela-
dat pozitiv megoldasait kerestiik és a feladatban szereplé paramétereket
vizsgalatuk, majd perturbacidanalizist végeztiink.

Minden feladatban numerikus szamitdasokra volt sziikségiink. FEzeket
a szamitasokat és az igy nyert abrakat a MAPLE, a MATHEMATICA
és a MATLAB programcsomagok valamelyikében megirt programokkal
készitettiik.
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2  ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGG-
VENYEK

2.1 BEVEZETES

Ebben a részben hipergeometrikus fiiggvények egyfajta altalanositasat fogjuk
vizsgalni, melyek alatt itt altalanositott szinusz, koszinusz, szinusz hiperbo-
likusz és koszinusz hiperbolikusz fliggvényeket értiink.

Tekintsiik a kovetkezo linearis differencidlegyenletet:

Y +y=0, y=y(z).

Ennek a differencidlegyenletnek két linearisan fiiggetlen megoldasa a sin x az
y(0) = 0, ¥'(0) = 1 kezdeti feltétel mellett, a mésik megoldésfiiggvény a
cosz, mely az y(0) =1 és ¢/ (0) = 0 kezdeti feltételeket teljesiti. Az

y' —y=0, y=uy(z).

differencialegyenlet y(0) = 0, ¥/(0) = 1 kezdeti feltétel melletti megoldasa a
shz, mig az y(0) =1, y'(0) = 0 kezdeti feltételekkel a ch x adédik.
Tekintsiik a

(2.1) (Y'Y +plylP~'y=0, >0

differencialegyenlet, ahol p > 0 valds szdm és az y(0) = 0, ¢'(0) = 1 kezdeti
feltétel melletti megolddsat jeloljiik Sy (z)-szel, amelyet dltaldnositott szinusz
fliggvénynek fogunk nevezni. A (2.1) differencidlegyenlet y(0) =1, ¢/(0) =0
kezdeti feltétel melletti megoldasat C,,(z)-szel jeloljik és dltaldnositott koszi-
nusz fugguénynek nevezziik.

A (2.1) differencidlegyenlet a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

e az egyenlet a derivaltban is nemlinedaris; féllinearisnak is szokas nevezni
(mely elnevezés Bihari Imrétél ered, aki az 1950-es évektdl kezdte az
ilyen tipusu differencidlegyenleteket vizsgalni), mivel a linedris differen-
cialegyenletekre jellemz6 tulajdonsdgoknak csak a felét 6rzi meg,

e a differencialegyenlet megérzi a homogenitasi tulajdonsigot, azaz ha y
a (2.1) differencidlegyenlet egy megoldasa, akkor barmely C' valds szam
esetén C'y is megolddsa a (2.1) egyenletnek,

e az additivitds tulajdonsaga azonban nem teljesiil, azaz, ha y; és 1, a
(2.1) differencidlegyenlet két kiilonb6z6 megoldasa, akkor tetszéleges
C1,C5 valés szamok esetén Chy; + Chys a differencialegyenletnek
altalaban nem megoldasa.



2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

2.2 LEHETSEGES ALTALANOSITASOK

Ebben a fejezetben felsoroljuk a trigonometrikus fliggvények néhany az iro-
dalomban ismert (2.1)-t6l kiilonbozé altaldnositdsat.

a) Az altalanosités egyik lehetésége egy integréloperator bevezetése (FEd-
munds és Lang [23]), azaz definidlunk egy 7" : Lo(0,1) — Lo(0, 1) operatort
a kovetkez6 formulaval:

Tf(z):= /Ofﬂ f(t)dt.

T kompakt és igy létezik olyan fiiggvény Lo(0,1)-ben, melyre T-nek a
kovetkez6 norméja all fenn:

2
17 =~
™

Ez akkor teljesiil, ha
f(t) = cos(F)3,

Tf(t) = sin(Z).

Ezeket az Osszefliggéseket dltaldnositani lehet p # 2 paraméterrel, ekkor a
T : L3(0,1) — Lz(0, 1) operatorra a norma a kovetkezéképpen adhaté meg:

T (p) D

o

e

=
3=

o \1-2
(7' +Dp) 7

5

1T =

S
S

ahol B a béta fliggvény és amelyhez
f(t) = cosp (75°) 7
Tf(t) = sing (WL;)

formuldk adédnak (lasd [23]).
b) A szinusz fliggvény egy mésik altaldnositasa az approximaciéelmélethez
kapcsolédik. Vegyiik I = [a, b]-n a kovetkezb Sobolev-bedgyazast

E:WyP(I) — LP(I),

ahol W, (I) a kovetkez6 norméval definidlt Sobolev-féle tér:

ullip = (/01 W(t)lpdt)

=
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Megmutathat6, hogy a Wol’ﬁ(l ) térben 1év6 egységgomb legnagyobb LP
normaju eleme ezen altalanositott szinusz fiiggvénnyel aranyos fliggvény az
I intervallumon

sing (”;—;“)

f@) = g—7—<-
sing (52|

c) Egy tovabbi lehetséges dltaldnositas az a geometriai megkozelités, ahol
a klasszikus szinusz és koszinusz fiiggvényt az R? sfkon 16v6 egységkorrel és az
I, metrikdval definidljuk. Az &ltaldnosités pedig az R*-ben az l; metrikdval
definidlhaté.

Az r > 0 esetben C, = {(z,y) € R*z* + y* = r?} a kor R*ben [,
metrikaval.

A pkor az C, = {(x,y) € R?*|2F + yP = rP} Osszefliggéssel adhaté meg.

A 2.1. dbra azt mutatja, hogy C; hogyan véltozik kiilonb6z6 p értékek
esetén az els6 siknegyedben.

0 02 04 06 08 i

2.1. dbra : Cy(x) abrézoldsa p = 1.2 (sarga), 2 (piros), 6 (zold) esetén

d) A szinusz fiiggvény egy masfajta altaldnositasat adta Rajovic, Dim-
itrovski, Stoiljkovic és Radosavljevic (lasd [55]). A szerzok tekintik a rezgés
egyenletét:

y'+ B(z)y =0,

ahol B(z) pozitiv, folytonos és monoton fliggvény a [0, ] intervallumon.

10
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Megmutattak, hogy a fenti egyenletnek a két fiiggetlen oszcillalé megoldasa:
Y1 = sinp(y) T,

Yo = COSB(I) Z,

amelyeket a kovetkezo sor alaki kozelitéssel adtak meg:

vy = x— [ [aB(x)dz*+ [ [ B(z) [ [2B(x)ds*
— [[B() [ [B) [ [xB(x)d®+ -,

we = 1—[[B)ds’+ [ [Bx) [ [ B(x)da'
— [[B) [ [B) [ [ Bx)daS+--- .

Ha B(z) konstans, akkor a klasszikus szinusz és koszinusz fiiggvényt
kapjuk megolddsként, mig barmely mas pozitiv B(z) esetén a kdvetkezo for-

mulék allnak fenn:
_ sin(xz/B(x))
sinpe) * & ———F——"",

B(x)
CoSp(z) T ~ cos(xy/ B(x)).

2.2.1 KET GYAKORLATI ALKALMAZAS

1. Tekintsik az .

a

=1

n Yy
+‘b

egyenletet, ahol a és b kiilonboz6 paraméterek, n pedig pozitiv valds szam.

e n < 2 esetben a fenti egyenlettel megadott gorbéket hipoellipsziseknek
nevezik,

e n > 2 esetén hiperellipszisek adédnak.

Ezeket a gorbéket 1818-ban Lamé emliti el6szor, ezért szoktdk a gorbéket
Lamé gorbéknek nevezni. Sokan alkalmaztdk ezeket a mindennapi életben.
Példaul Hein dén épitész, akinek a nevéhez tobbek kozott a stocholmi Sergel
tér tervezése flizédik. Olyan gorbét keresett a tér korforgalmi utjanak ter-
vezésénél, amely nem kor, nem ellipszis és nem is sokszog (ldsd 2.3. dbra).
A fenti egyenletben a kitevét n = 5/2-nek vette és a megoldast szuperel-
lipszisnek nevezte. A tér érdekessége, hogy a korforgalom belsejében egy
oriasi szokokut van, alatta pedig egy bevasarlokozpont talalhatd, melynek
mennyezete atlatsz6. Ezzel a gorbével még szdmos, a hétkoznapi életben

11
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hasznélatos targyat tervezett, mint példaul tanyérokat, hamutalakat, szu-
pertojasokat.

2. Zapf ezen gorbe alapjan tervezte meg a Melior betiitipust 1952-ben (n =
5/2). A 2.2. dbran kiilénboz6 n értékek esetén a fenti egyenletnek eleget tevo
gorbéket szemléltetjiik.

2.2. abra

‘‘‘‘‘‘

2.3. abra : Sergel tér, Stocholm

12



2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

2.3 A PITAGORASZI OSSZEFUGGES ALTALANOSITASA

A (2.1) differencidlegyenlet p = 1 esetben a kévetkez6:
y' +y=0

linearis egyenlettel egyezik meg. FEzen differencidlegyenlet két linearisan
fiiggetlen megoldésa az y(0) = 0, 3'(0) = 1 kezdeti feltételek mellett a
sinz és a cosz az y(0) = 1 és y/(0) = 0 kezdeti feltételekkel adodik. A
megoldasok kielégitik a sin?z + cos?z = 1 pitagoraszi Osszefiiggést. A (2.1)
differencidlegyenletet y'-vel végigszorozva és integralva az y(0) = 0, y/(0) = 1
illetve az y(0) = 1, 3/(0) = 0 feltételeket figyelembe véve kapjuk a

(2.2) WP+ yPtt =1, p>0

differencidlegyenletet. TetszOleges p esetén az S,(z) fliggvényt a (2.2) diffe-
rencidlegyenletbe helyettesitve az

Sy (@) + [ Sp(a) P =1

a pitagoraszi osszefiiggés dltaldnositdsa adodik.
A (2.2) elsérendti differencidlegyenletbdl rendezéssel a kovetkezd |y [P =
1—|y|PT! egyenletet kapjuk, melybdl y > 0 és 3y > 0 feltételezéssel a véaltozdk

szétvilasztasa utan y
Yy

= dx,

melybdl integrélassal

Sp dy
o PRY/T— yptl ’
ahol y = S, (z) egy dltaldnositott szinusz figgvény.

Ez a fiiggvény a maximum értékét, vagyis az l-et a © = 7/2-nél veszi fel,
amelyet a kovetkezd helyettesitéses integrallal szdmitunk ki (ahol yP™! = t).

(2.3) r =

N | )

/1 1 /1 (T (1 — £)piidt
p+1 — p+1
ptl/ 1— yp+1 p + 1 ( )

p+1 (p+1 p+1)

_ +1 F(p+1> F<p+1>: il'r(l_%)'r<%)
1
p r (ﬁ + m) p p p
= £ Hﬂ , ahol B a béta fiiggvény, I' a gamma fliggvényt jeloli.

S’an

13
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T T —
0,2 0,4 0,6 0.2 1.0 1.2 1.4 1.6 1.2 2,0

2.4. abra : /2

A 2.4. dbran /2 p-t6l valo fliggését szemléltetjiik.

Az S,(z) éltaldnositott szinusz fliiggvény nemcsak a [0,7/2] interval-
lumon értelmezhetd, hanem kiterjeszthetéo a valdés szamok halmazara a
kovetkezdképpen:

Sp(T — ), ha %gxgﬁ
(2.4) Sp(x) =4 —S,(x—7), ha #<z<2F
Sp(z + 2k7), ahol k=1,23, -

A fliggvény tovabbi tulajdonsaga, hogy:

Sp(zo) =0, ha zg = 0,£7, 27, - - - .

2.4 ALTALANOSITOTT SZINUSZ FUGGVENY HATVANYSOR
ALAKU KOZELITESE

Az alkalmazasok szempontjabdl fontos a fliggvények megadédsa végtelen
sor alakjaban, amennyiben ez lehetséges. Az igy kapott végtelen soroktoél
megkivanjuk, hogy bizonyos intervallumban a sorbafejtett fiiggvényt jol
kozelitsék.

Jol ismertek a trigonometrikus és hiperbolikusz fliggvényekre vonatkozd

14
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hatvanysorok:
. 3 Pl n z2n—1
sine = -+ 55—+ D) E gt
x? 74 n x2n
cost = 1—G+G—+ (=) gyt

x2n—1

13 .Ts
shx = $+g+§+...+m+"',
che = 1+5+% 4.+ Gyt

melyek minden valds x értékekre konvergensek.
Tekintsiik a

(2.5) (Y'Y +plylP'y =0, y(0)=0, /(0)=1

kezdetiérték problémat, mely megoldasainak 1étezését Elbert bizonyitotta a
25] cikkében 1979-ben. A (2.5) feladatban y > 0 illetve y' > 0 feltételek
mellett keressiik y-t a kovetkez6 alakban:

(2.6) y(@) = 2+ Q).

Az «a kitevé meghatarozasira Bognar [11]-beli dolgozataban szerepld
modszert alkalmazzuk, ahol a hatvanysor alakd megoldés 1étezésére a Briot-
Bouquet tételt hasznalta fel a szerzo.

2.1. Briot-Bouquet tétele: Tegyiik fel, hogy a

{ §z1 = wi(&, 21(§), 2(8))
§25 = ua(€, 21(§), 22(€))

egyenletrendszer esetén uy €s uy holomorf fliggvényei E-nek z, (€)-nek és z9(§)-
nek origd kézelében, tovdbbd uyi(0,0,0) = ug(0,0,0) = 0. Ekkor a (2.7)-nek
létezik holomorfikus megolddsa, amely kielégiti a z;(0) = 0, 20(0) = 0 kezdeti
feltételeket, ha

(2.7)

Ju1 dua

921 1(0,0,0) 972 1(0,0,0)
Oug Oug

0z1

0,00 9721(0,0,0)

matrix eqyik sajdtértéke sem pozitiv egész szam.

A tétel bizonyitdsa Briot és Bouquet kozos [14] dolgozatdban meg-
talalhato.

15
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2.2. Tétel: A (2.5) kezdetiérték probléma megolddsat feliro y(x) = x - Q(x®)
osszefuiggésre a megolddsfiigguény elddllithato az

o0

Sp(l‘) _ § :aixz(p-i-l)-‘rl = aor + alxp—&-Q + a2x2p+3 4.
1=0

hatvanysor alakban a zérus kornyezetében.

Bizonyitas:
A (2.5) kezdetiérték feladat esetén a (2.6) alaki megolddsokat keresve
meghatarozzuk a derivaltakat:

Y (x) = Q") + a2 Q'(x"),
y”(fﬂ) = - (CE + 1) . xa—l . Q,(SU) + a2 X l’za_lQ//(l’),
melyeket a (2.5) differencidlegyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

Q”(x) = —% . ppt1—20 Q(a:)p(Q(x) +a-x®- Q/(x))lfp o« +1 .

—Q /
]
Elvégezzitk az #® = £ helyettesitést, majd a Q(€) = by + b1€ + z(€) alakot
feltételezve, ahol z differencidlhaté a z(0) = 0 = 2(0), 2’(0) = 0 = 2,(0)
adodik. A kezdeti feltételbol kapjuk, hogy by = 1. Ezek utan bevezetjik az
uy és ug fiiggvényeket a kovetkezé modon:

{ £ 2 =ui(§, 21, 20)
§ -2y = us(§, 21, 20)

és alkalmazzuk a Briot-Bouquet tételt gy, hogy a masodrendii differenci-
alegyenletet specialis Briot-Bouquet egyenletekbol allo egyenletrendszerrel
helyettesitjiik, azaz tekintsiik az

(Ul = {2
ups = &-24

1 ptl_

— 2 o '(60+81'§+21)p

(bo + b€ + 21 + (b + 22))' 7P — QTH(El + 22)

\

egyenletrendszert.
A Briot-Bouquet tételben szerepl6



2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

feltételek teljesiilnek, ha

1x
o+ by,

.
0,0,0) =0= —by —
u2(77) &20 o

ha az o = p+ 1 és by = —1/a(a + 1). Ezzel bebizonyitottuk, hogy a (2.5)
kezdetiérték probléma megoldasfiiggvénye el6allithato az

oo
i(p+1)+1 2 2p+3
Sp(z) = E ar' PO = qox + a P 4 g 4 -
i=0

hatvanysor alakban a zérus kornyezetében.

A 2.5. és 2.6. fejezetben megmutatjuk, hogy hogyan tudjuk meghatarozni a
sorfejtésben szereplo ag, aq,as - - - egylitthatokat.

2.5 Az EGYUTTHATOK MEGHATAROZASA
Az

(2.8) WPy + Pty =0, p>0

egyenlet y(0) = 0, ¢'(0) = 1 kezdeti feltételek melletti hatvanysor alaku
megoldasat Sp(z) = Y a;z*PD+1 alakban keressiik. Ekkor S, () derivaltjai
=0

=
a kovetkezoképpen adhaték meg:

Sy (z) = ;)bixi(p“) — by + byt byt

(o)
" 3
Sp (I’) e I’p E Cixl(p+1) — Coxp + Clx2p+1 + 02x3p+2 + KN
=0

ahol a;, b;, ¢; (i =0,1,2,---) konstans egyiitthatok. A kezdeti feltételekb6l:
Sp(0) = 0,
S,/(0) = by=1,

tovabbda az a;, b;, ¢; egylutthatok kozott a kovetkezo osszefiiggések allnak

fenn:
Cl:bl+1(2+1)(p+1>7 i:O,l,Q,"' .

17



2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

Ezekbdl az osszefiiggésekbdl ¢ = 0 esetén ay = by = 1 értékek adddnak, mig
a (2.8) differencidlegyenletbél a

00:—1

egyiitthato értékét kapjuk. Ezen altalanositott szinusz fiiggvény hatvanysor
alakjat [0,7/2] intervallumon keressiik, ahol S,(z) > 0, S,'(z) > 0.
Az y = S, (z) megoldasfiiggvényt a (2.8) egyenletbe helyettesitve

(2.9) S/ (@) - " () + [Sp(a)] = 0.

Az a;, b;, ¢; egylitthaték meghatarozasakor a fliggvény elaszticitasat alkal-
mazzuk.

2.6 FUGGVENY ELASZTICITASA

2.3. Definicié: Legyen f fiigguény differencidlhato az x pontban és f(x) # 0.
Ekkor az f fiigguény x pontbeli elaszticitdsdt a kovetkezoképpen definidljuk:

)

melyet az E(f(x)) szimbdlummal jelolink.

- f(@),

Az elaszticitas néhany fontos tulajdonsagat az alabbiakban foglaljuk

Ossze: E(f(z)-g(z)) = E(f(z))+ E(g(z)),
E(z*) = a,
E(f*() = a-E(f())

E(=f(x)) = E(f(2)).
A (2.9) differencidlegyenlet esetén vegyiik az egyenlet mindkét oldaldnak
elaszticitasat és alkalmazzuk a fenti tulajdonsagokat. Ekkor a kovetkezo
egyenlethez jutunk:

(2.10) (p = DES (2)) + E(Sy" () = pE(Sp(x)).

Kovetkezd 1épésként meghatdrozzuk az E(S,(z)), E(S, (z)) és E(S,"(z))

18
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elaszticitasokat, melyek koziil az E(S,(x))-t a kovetezoképpen vezetjiik le:

ES,(x) = E (xfoa . xi(pm)
— E@)+E (fj - xi<p+1>)

=0

I.ZGi.i.<p+1).xp
=0

= 1+ —
Z a; - xi(p'f‘l)
1:0
Z a; Zip+1)
= 1+ (p+1)=

[e%e] ) :
S a; - i)
=0

Alkalmazva, hogy ag = 1 és elvégezve az osztéast a kovetkezo formulat kapjuk:

E(Sp(x) =1+ (p+1) ZAk k)

k=1

k=1
ahol Ay =k-ap— > A;j-ap_y, k=1,2,3,---

i=1
Hasonl6an szamitjuk ki az E(S,'(z)) -t

Z by - i - i)

E(Sy () =(p+1)-- :
Z b; - 2tp+1)

ahol figyelembe véve, hogy ¢y = —1 az osztast elvégezve kapjuk, hogy

B(S,/(2)) = (p+1)- 3 By~ ah0*D),

k=1

k=1

ahol Bk:k’bk— Zszk—u ]{?:1,2,3,"'
=1

Az S,"(x) elaszticitédsa:

Z ¢ i p+1)
ES)"(x) =p+(p+1)-° ,
Zc xip+1)

19



2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

ahonnan

ESy)(2) =p+(p+1)- > Cp- ",

k=1

k-1
ahol Cy = —k-cp + >, Cy - iy, E=1,2,3,---.
i=1

A kiszamitott elaszticitdsokat a (2.10) egyenletbe helyettesitve és az
egyenlet két oldalan x hatvanyainak a megfelel6 egyiitthatéit 6sszehasonlitva
adddik a

rekurziv osszefiiggés, ahonnan kifejezheto a ¢ egyiitthatd, azaz

1
(2.12) = -7 ZZI C; - Cl_; — pay,

» k—1 p—1 k—1
+ 7 ;Al i+ (p— )by — —ZZIBZ b
= (p—1)by — pay

=
T (Ci - cl—i — DA - a—i + (p — 1) B; - b—y).

i=1

Az alabbiakban néhény konkrét példaban szemléltetjiik a hatvanysor
alaku kozelito megoldas meghatarozasat.
Példa: Adjuk meg a

(2.13) W%y + ylPy =0, y(0)=0,y(0)=1

kezdetiérték probléma hatvanysor alaki megoldasat. A (2.13) feladatbeli
egyenlet a (2.8) differencidlegyenlettel egyezik meg p = 3 esetén, melynek
megoldését jeloljiik Sz(x)-szel. A koévetkezd hatvénysor alakban keressiik a
megoldast

Ss(x) = apx + a1z’ + agx® + asz™ + - - -,

ahol az a; (i = 0,1,2,---) egyiitthatékat a (2.11) rekurziv képletbél (2.12)
alkalmazasaval egy MAPLE-ben megirt programmal hatarozzuk meg. A
kovetkezd kozelité hatvanysort kapjuk:

(2.14) Ss(x) = x — 0,050002° — 0,0048627 — 0,0001242" — - - - |

20



2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

melyet a [0; 1, 11072] intervallumon értelmeziink, ahol p = 3 esetén az 1, 11072
érték a 7/2-nek felel meg.

Az 255,  dbra a (2.13) kezdetiérték feladat egy a MAPLE-ben
Runga-Kutta mddszerrel nyert numerikus és a (2.14) hatvénysor alakud
kozelité megoldas kiillonbségét szemlélteti, ezzel alatamasztva modszertink
helyességét.

0,0007 -
0,0006

0,0005

0,0004

0,0003 -
0,0002 -

0,0001 )

] T T T T =

0 0,2 0,4 0,6 028 1,0

2.5. abra

2.7 ALTALANOSITOTT KOSZINUSZ FUGGVENY ES HATVANY-
SORA
Definialjuk a koszinusz fiiggvény egy altaldnositasat a kovetkezoképpen, mint
a
"y + lylP Ty =0, p>0,
y(0)=1,4(0)=0,

nemlinedris kezdetiérték probléma megoldasat. A megoldast dltaldnositott
koszinusz figguénynek nevezzik és Cp-vel jeloljik a [0,7/2] intervallumon,
amelyre teljesiil a kovetkezo integral:

Cp dy

T = — [ A—

0 rHl/1 — yp+1

21
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az y > 0, ¥ < 0 feltétel mellett. Ennek a hatvanysor alaku kozelito
megoldasa a

Cpx) = Z ll-xi(%ﬂ) =ly+ llxiﬂ + l2$2(%+1) + .-
i=0
alakban kereshet6 (lasd [11]) ahol az [; egyiitthatdk kiszdamitasara megadunk
egy maddszert bizonyos feltételt kielégité p értékek esetén.

Kiszamitjuk ezen altalanositott koszinusz fiiggvény elsé és mésodik de-
rivaltjat

oo
Cp/(gj) = x%Zmil‘i(%+1)7
=0
1 > (1
G (z) = :UE_IZnixZ(EH)’
=0

ahol m; és n; (i =0,1,2,---) konstans egylitthaték. A kezdeti feltételekbél
adodik az lp = 1 és my = ¢/—p, és a differencidlegyenletbdl az ny = ?
egyiitthato feltéve, hogy a #—p értelmezhetd.

Az l;, m; és n; egylitthatok kozott a kovetkezo Osszefliggések allnak fenn:

— (L ) R e
n, = mz[z(p%—l)—i—p},Z—O,l,Q, .
Miutén a Cp-t, Cp'-t, illetve C,"-t a differencidlegyenletbe helyettesitjiik és
vessziik mindkét oldal elaszticitasat alkalmazzuk az elaszticitas megfelel6 tu-

lajdonsagait. Ezek utan osszehasonlitjuk az egyenlet bal és jobb oldalan allo
megfelel6 tagok egyiitthatoit és igy a kovetkezo rekurziv osszefiiggést kapjuk:

Ny=p-Lp,—(p—1)- M,

ahol
k—1
Li = keli— 2 Ll
i=1

mo

k—1
— L ME oL Me—i
My = k-2 - M
=1

no ’

k—1
N, = k-Z—’g—;Ni-”k‘i k=1,2,3--.

Bemutatunk egy példat a hatvanysor alaki kozelité megoldas meghataroza-
sara.
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2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

Példa: Adjuk meg a
(2.15) Y17y + [yl*y =0, y(0) =1, y/(0) = 0

kezdetiérték probléma megoldasfiiggvényének sorfejtéses alakjat. (Ez az ere-
deti feladat p = 3 esetén.)

A megfelel6 egyiitthatok kiszamitasa utan a kovetkezo hatvanysor alakiu
megoldas adddik:

Cy(x) = 1 —1,08125 + 0,210625 — 0,039z + - - |

Az egyiitthaték kiszamitasat szintén egy MAPLE-ben megirt programmal
végeztik. Az 2.6. dbra a (2.15) kezdetiérték feladat numerikus és a
hatvanysor alaki megoldés kiilonbségét mutatja a [0, 7 /2] intervallumban.

e
0,020 /’/
020 Y,
‘J
/s

| /
0,015 - y

A ‘J

’J'
s
/.f

0,010 /

i ,'/

a/(’

4 f/'

0,005 - s
1005 s
rd
S
0 "/ . . r .
0 032 0,4 0,6 08 1,0
4
2.6. abra

2.8 ALTALANOSITOTT SZINUSZ HIPERBOLIKUSZ FUGGVENY
Definiadljuk a szinusz hiperbolikusz fiiggvény egy altalanositasat, mint a
(2.16) '[Pty =yl ly =0, >0

y(0)=0,y(0)=1.

nemlinedris kezdetiérték probléma megolddsat, melyet Shy(x)-el jelolink és
dltaldnositott szinusz hiperbolikusz fligguénynek neveziink és amelyre teljestil
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2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

a kovetkezo integral

Shp d
v= [ —L__ seRr

o TR+ T

Keressiik Sh,(x)-et

o0

Shy(z) =z Z tt Pt

i=0
alakban, ahol ¢; ( = 0,1,2,---) konstans egyiitthat6. Meghatarozzuk ezen
altalanositott szinusz hiperbolikusz fliggvény elso és masodik derivaltjat:

Shy/(x) = - walD,

=0

Sh,"(z) = P vxtPth),
i=0

ahol w; és v; (1 = 0,1,2,---) konstans egylitthaték. Itt is a kezdeti
feltételekbdl tudjuk meghatarozni a 0 indexti egytitthatdkat:

t():l,uO:L’Uo:l.

Majd az eloz6 fejezetekben leirt mddszer alkalmazasdval a kovetkezo
osszefiiggéseket kapjuk a Ty, Uy, V. egyutthatdkra:

(217) Vk = ka — (p — 1)Uk,
ahol
k-1
Vi = —k-v+ > Vi-vey,
=1
-1
T, = k-tp—> Tty
Z:_z

Uk = k’-uk— ZUi-uk_i, k:1,2,3,"' .
i=1
Ezen Osszefiiggések alkalmazdsaval az Shy(z) hatvanysoraban szerepl6 Osszes

egytitthato kiszamithato.
Példa: Adott a kovetkezd kezdetiérték problémas:

Y%y — |yl*y =0,
y(0) =0, y'(0) =1,
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2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

mely (2.16)-tal egyezik meg p = 3 esetén. A felirt feladat megoldasat a
kovetkezo hatvanysor alakban keressiik:

Shy(x) = tox + t12° + tox? + tzz™ + - -+

A t; egyiitthatékra a (2.17)-bél egy MAPLE-ban megirt programmal
elvégzett szamitasok utan

Shy(z) = z + 0.050002° 4 0.004862° — 0.00030z'% — - - -

adodik. A 2.7. abra a szinusz hiperbolikusz fiiggvény numerikus és hatvany-
sor alaki megoldasanak kiilonbségét mutatja.

0,020
0015 H
0010 I‘

0,005

T T T T T
o 0z 04 06 s 10

2.7. 4bra

2.9 ALTALANOSITOTT KOSZINUSZ HIPERBOLIKUSZ FUGG-
VENY
Definialjuk a koszinusz hiperbolikusz fiiggvény egy altalanositasat, mint az

1

Py = |y ly =0, p>0

y(0)=1,y(0) =0
kezdetiérték probléma megoldasat, melyet dltaldnositott koszinusz hiperbo-
likusz figgvénynek neveziink és Chy-vel jelolink. A megoldasfiiggvény tel-
jesiti az o
xr = ’ —dy 3 i Z 0
11

0 I’+\1/:yp7
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integralt. A hatvanysor alaki megoldast a

oo

Chy(z) = Y g’

1=0

alakban keressiik, ahol ¢; (i = 0,1,2,---) konstans egyiitthatok. Meghata-
rozzuk az igy altalanositott koszinusz hiperbolikusz fiiggvény derivaltjait:

;p% rixi(%+1>7
i=0__
;p%_l Z sixi(%+l)7
i=0
ahol 7;, s; (i = 0,1,2,---) konstans egyiitthatokat jellnek. A kezdeti

feltételekbdl, valamint a differencidlegyenletbél meg tudjuk hatarozni a
nullindexii egytitthatokat:

v

Q=1 10=1¥p, So= p

Az el6z06 két részben emlitett szamitasokhoz hasonldéan, az elaszticitas alkal-
mazasaval a kovetkezo Osszefiiggéseket nyerjiik:

Sk :ka— (p— 1)Rk, k: 1,2,3,"' s
ahol
k-1
Qr = k'Qk—ZQi'Qkﬂw
i=1

r G r

k k—1i

Ry = k-2 -5 R T
To 1 To

1=

k—1
Sk Sk—i
Sp o= k== 8- k=1,2,3--.
k So i1 So

Ezen modszer alkalmazdsdval a Chy(z) hatvanysordban szerepld Osszes
egyitthatot meg tudjuk hatarozni.
Példa: Adott a kovetkezd kezdetiérték problémas:

1?7y — |y|*y =0,
y(0) =1, 4/(0) = 0.

Ez a p = 3 esetnek felel meg. Az el6z6 harom feladathoz hasonléan itt is
kiszdmitjuk a mar megadott rekurziv képlettel (MAPLE-ben irt programmal)
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a feladat megoldasfiiggvényének hatvanysoraban szereplo egytitthatokat. A
szamitasok eredménye:

Chy(z) = 1 + 1,081z + 0,438723 +0,12602* + - - - .

Tekintsiik a 2.8. abrat, melybe egy Maple-ben megirt program segitségével
berajzoljuk az adott feladat numerikus és a hatvanysorral kozelitett
megoldasfiiggvények kiilonbségét.

0,10 — P
y
‘IFII
/
0,08 ’ﬂ‘
/’
0,06 i/
i
lrn’
x /
;
0,04 - //
’J
s
yd
0,02 e
y
,/
1/
-
u] T T T T T T T T 1
0 0,1 0,2 03 04 05 05 07 02 09
x
/
2.8. abra

2.10 KVAZILINEARIS MATHIEU-FELE EGYENLET HATVANYSOR
ALAKU MEGOLDASAI

Elektromagneses, rugalmas hullamok terjedése a

1 0*U

2.1 AU = ———

hulldmegyenlettel irhaté le, ahol U = U(z,y,t) a kitérés, vagy amplitudé és
A a Laplace-operatort jeloli, azaz Descartes-féle derékszogi koordinatakkal:

0? 0?
AR

Feltételezve, hogy a rezgés idoben harmonikus és

U= ei“tu(x, Y),
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alakban megadott, az u(z,y) figgvényre a
(2.19) Au+ kiu=0

differencidlegyenlet adédik, ahol k; = w/c. Ha az alkalmazasokban a (2.19)
egyenlethez ellipszis mentén adott mellékfeltételek jarulnak, akkor célszert a
sikban elliptikus koordinatarendszerre attérni. A &, n elliptikus koordinatak
és az x, y Descartes-féle derékszogli koordinatak kozotti kapcsolat:

(2.20) x =hch&cosn, y=hshsinn,

ahol h tetszoleges alland6. A (2.20) egyenletekbdl rendezéssel a kovetkezo
egyenletek nyerhetok, ahol ¢ és n allandok:

z? @/2 2 )
h2Ch2§+h2ShQ£ = o =1,
22 y?

— h?¢ —sh?¢ =1
h%cos?n  hZsin’np g —shie=1,

amelyek a & és n koordinatavonalak egyenletei, amelyek konfokalis ellipszisek,
hiperbolak.

A Laplace-operator goérbe vonald, ortogondlis koordinatarendszerekre
adott alakjat a (2.20) elliptikus koordindtarendszerre felirva a (2.19) egyenlet
az alabbi moédon irhaté fel:

O Pu  Kin?
€2 On? 2

(ch2¢ — cos2n)u = 0.

Bevezetve a k?h?/2 = 2k? jelolést az u fliggvény a

Pu  O*u 5
(2.21) o€ + g + 2k*(ch 2§ — cos2n)u =0

egyenlet megoldasa.

Ezen differencidlegyenletet a valtozok szétvalasztasaval vezetjilk vissza
kozonséges differencidlegyenletre, tehat az u fliggvényt a kovetkezo alakban
irjuk fel:

u=A©)B()

és behelyettesitjik a (2.21)-be. A valtozdk szétvalasztdsa utan felirjuk azon
differencialegyenleteket, melyek megoldasa az A illetve B fiiggvény:

A~ (a—22ch2)A = 0,
B" + (a —2k*cos2n)B = 0.
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Ezen egyenleteket Mathieu-féle, illetve mddositott Mathieu-féle differenci-
dlegyenletnek nevezzik, melyek egymadsba transzformélhatéak (lasd [28]).

Szokas szerint y-nal jeldlve az ismeretlen fliggvényt és z-szel a fiiggetlen
valtozét, az elézéekben nyert Mathieu-féle differencidlegyenlet a kovetkezo
alaku:

d*y

(2.22) 12 + (a — 2q cos 2z)y = 0.
Ez egy mésodrendli, homogén linearis egyenlet, 7w szerint periodikus
egyiitthatokkal, melyeknek azonban nem feltétleniil lesz minden megoldasa
periodikus.
Tekintstik az altalunk vizsgalt Mathieu-féle masodrendi differencidlegyenletet:

(2.23) y" + (a — 2qcos 2x)y = 0,

ahol a és ¢ konstansok és y eleget tesz a kovetkezd kezdeti feltétel parok
valamelyikének:

y(0)=1, 4'(0)=0,

y(0) =0, ¢ (0)=1.
A rogzitett g-hoz tartozé m vagy 27 szerint periodikus paros illetve paratlan
megoldasokat ce,-nel illetve se,-nel szokas jelolni (lasd Farkas konyve [28]).
Tekintsiik a (2.23) Mathieu-féle differencidlegyenlet kévetkezé nemlinedris
altalanositasat:

/
(2.24) (1P y) +(a =208,/ (20)) [yP "y =0,
ahol p > 0 és S, (2z) egy T szerint periodikus fliggvény, ahol

T o
2 singh '
(A 7/2 kiszdmitasat lasd 2.4. fejezet.) Ha ¢ = 0 és a = 1, akkor a (2.24)
differencidlegyenlet
y(0)=0, ¥ (0)=1

kezdeti feltételeknek eleget tevo megoldasat dltalanositott szinusz fugguénynek
nevezzik és az y = S, (z) jelolést alkalmazzuk.

Ezen fejezetben méar megmutattuk, hogy az y = S,(x) fliggvényt sorba
tudjuk fejteni a kovetkezd formulaval:
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illetve meg tudjuk hatérozni S,'(x) is a kovetkezd alakban:

Sy (x) = Z bz PHD),
i=0

Tovébba, ha p = 1, akkor a (2.24) differencidlegyenlet a (2.23) differencidl-
egyenlettel egyezik meg, T = 7 és S,'(¢) = cost.

A (2.24) egyenlet T szerint periodikus paros illetve paratlan megoldésait,
melyeket ce,(x,q) illetve se,(x,q)-val fogunk jelolni dltaldnositott elliptikus
hengerfiggvényeknek nevezzik. Farkas [28] konyvébdl ismert, hogy az ellip-
tikus hengerfiiggvények p = 1 esetben sorba fejthetéek.

Célunk a (2.24) egyenlet megolddsénak hatvanysorba fejtése

sep(z) = Zdixi(p+1)+1 — do + dya*? + dpr?* 4 ...
i=0

alakban és egy mddszert adni a dy, dy, ds, - - - egylitthatok meghatarozasara.
A (2.24) differencidlegyenletbe val6 visszahelyettesitéskor sziikségiink van az
sep(z)-re, sey/(z)-re illetve se,”(x)-re. Ezeket az egyenleteket a kovetkezd-
képpen tudjuk megadni:

sep’(a;) = Zfixi(p+1)+la fz GRa i:()alaza"' )
=0
sep”(x) = a” Zgixi(p+1)+17 9i € R7 L= 07 17 27 Tt
1=0

Az y(0) =0, y'(0) = 1 kezdeti feltételekbdl meghatérozzuk, hogy

sep(0) = 0,
sep’(O) = fO = 17
majd a d;, fi, ¢ (i = 0,1,2,--+) egyiitthaték kozott a kovetkezd

osszefliggéseket tudjuk megadni:
fi = di(i(p+1)+1),

17 = 0 esetén
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egyutthatokat kapjuk és a (2.24) differencidlegyenletbdl

go=1

adodik.
A 224 egyenlet ezen Osszefliggések felhasznalasaval a kovetkezd alakba
irhato:

(2.25) [sep/ ()] - sy (x) + (a — 245y (22) ) [sep (x))” = 0.

Az egyiitthatok meghatarozdsara itt is a fliggvény elaszticitasat alkalmazzuk
(lasd 2.6. fejezet).
Az E(sep(r)) meghatérozésa:

- Zd Zip+1)
E(sep(x)) = E (x ' Zdifv“”“)> =1+ (p+1) % ,

i=0 Z dz . ilp+1)
=0

melyre figyelembevéve, hogy dy = 1 és elvégezve az osztast, a kovetkezo
osszefiiggést kapjuk:

E(sep()) =14 (p+1) - Y Dyttt
k=1

ahol

k—1
Dy=k-dy—» Di-dpj, k=123
=1
Hasonldan

i f <. x’i(p—‘,—l)

E(se,) = ( Z fi'®+D ) (p+1)-° :

Z fi- . pilp+1)

ahol fo = 1 figyelembevételével, az osztas elvégezése utan
E(sey/(z)) = (p+1)- ) F- 2"
k=1

adodik, ahol

k-1
Fk:k'fk_ZE'fk—iu k:1)2737"'
i=1

31



2. ALTALANOSITOTT HIPERGEOMETRIKUS FUGGVENYEK

Tovabba .
gi i 2P+
E(se"(x)) = p+(p+1) =%
Zgi . i+
=0
= p+(p+1)- Z Gpr*@+D)
k=1
ahol
k—1
Ge=—k-gi+ Y Gi-griy k=123
i—1

A fenti 6sszefliggéseket felhasznédlva a (2.25) differencidlegyenlet a kovetkezd
alakba frhato:

2¢ S,/ (2x)

(p—1)E(se,/ () + E(se,” () = pE(sep(x)) — @ =248, (27)

E(S,'(2z)).

ahol se,-t, mint elliptikus hengerfiiggvényt tekintjiik, illetve S,’-vel egy
altalanositott szinusz fiiggvény derivaltjat jeloljikk. Az E(sey(x)), E(sey (),
és E(se,”(x)) hatvanysor alaki kifejezéseinek behelyettesitése utdn x azonos
hatvanyainak egyiitthatoit osszehasonlitva a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk:

Gk:pDk—(p—l)Fk—i—Hk, k:1,2,3,"',

ahol
H’f:aigq’g[bkz"(E+Gi—p'Di—Bi-2“P+1))}, k=1,2,3--.
Innen
(2.260y = p-dp—(p—1) fx — Hy
2 k-1
o m';[(p_1)'Fi'fk—z‘_Gi-gk_i—p.Di.dk_i].

fgy az egyltthatdk ¢ = 0 esetben a kovetkezok lesznek:

d0:17f0:1790:17
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majd i = 1 esetén:

g 1
fi = = —,
p+1 p+1
b 1
d = —— =

p+2 (p+1)(p+2)

D1:d17F1:f1,Glz—gl-

A gi, fi, di egylitthaték kozti Osszefiiggést hasznélva az se,(x), sey’(x) és
sep”(z) hatvanysorok egyiitthatéi elééllithatéak. Innen kapjuk a

o 2-p
N D +2)

értéket. Ezek utdn a tobbi egyiitthaté is kiszamithaté (2.26)-bdl, vagyis a
(2.24) differencidlegyenlet

sep(z) = Z d; ' P+
i=0

megoldasanak sorfejtéses alakjaban minden d; (i = 0,1,2,---) egyiitthaté
minden p > 0 érték esetén megadhato.

Példa: Tekintsikk az a = 2, ¢ = 0,5, p = 0,5 esetben a (2.24) differenci-
alegyenlet megoldasat az y(0) = 0, 3/(0) = 1 kezdeti feltételek mellett, ami
ezen feltételekkel a kovetkezd alaku:

/
(I17°%y) + (2= S5/ 2a)) Iy ™"y =0,

Ekkor a (2.24) differencidlegyenletben szerepl$ &ltaldnositott szinusz
fliggvény derivalt fliggvényére:

Sos'(r) =1 —0,6666x"° + 0, 15552 — 0,0171x*° + 0,0013° — - ..

és a numerikus szamitdsok utdn, melyet MAPLE-ben megirt programmal
végeztink el, a keresett probléma hatvanysor alakii megoldasa:

seos(7) = o + 0,26662>° + 0,0388z" + 0, 04492°° + - - -

A 2.9. dbran segs(x)-t szemléltetjiik.
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3. HAROMPONTOS PEREMERTEK FELADATOK MEGOLDASAINAK VIZSGALATA

15 4

10

2.9. 4bra

3 HAROMPONTOS PEREMERTEK FELADATOK ME-
GOLDASAINAK VIZSGALATA

Ebben a fejezetben a kévetkezd harompontos peremérték problémat tekint-
jiik:

(3.1) "+ Xz + g(t,z) = h(t), x(0)=0, B,z =0.

A feladat megolddsainak 1étezését vizsgaljuk, ahol (n, \) € R? paraméterek,
g, h adott fiiggvények és

{ 5”(77)—37<W) ) 777&7@
Byx =
P n=r

Sziikséges és elégséges feltételeket adunk g-re és h-ra dgy, hogy a (3.1)
feladatnak az adott feltételekkel 1étezzen megoldasa. A felirt problémat
tekinthetjiikk tgy, mint egy nemlinedris oszcillator mozgasegyenletét, ami
szamos mechanikai és folyadékaramlasi probléma esetén el6fordul.

Ebben a fejezetben bemutatott eredményeket a pilzeni egyetem oktatdival

Pavel Drabekkel, Petr Necesallal és Jan Cepickéval kézos [RE2], [RE4] dol-
gozatokban publikaltuk.

3.1 A HOMOGEN ESET

Azokat az (1, \) € R? szdmpdrokat vizsgaljuk, amelyek esetén a

(3.2) "+ X =0, z(0)=0, Bx=0
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peremérték feladatnak 1étezik nullatol kiillonbozo valés megoldasa.

3.1. Definicié: Definidljuk a o halmazt a kovetkezoképpen:
o :={(n,\) € R?| 1igy, hogy a (3.2) feladatnak létezik zérustdl kiilonbozé
r =x(t), t € R valds megolddsa}.

A [RE2] és [RE4] cikkekben megjelent eredményeink alapjan megéllapithaté
a kovetkezo tétel:

3.2. Tétel: A (3.2) homogén differencidlegyenlet peremérték feladatdnak
akkor és csak akkor létezik zérustdl killonbiézd megolddsa, ha (n, A) € o, ahol

o = U CZk:UUCQj-i-la

keZ\{0} JEZ

Oy = {(n,A)eRxRﬂ(w—n)\/X:ka},
Cojp1 = {(n,»eRxR+|(7r+n>ﬁ=(2j+1>7r}.

A 3.1. dbran a o halmazt MATLAB-ban megirt programmal dbrazoljuk.

| NN

/
AR

3.1. dbra : A o halmaz
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Részletezziik n helyzetétol fliggden a o halmazt az alabbiakban:

00 —1
1. Han < —m, akkor o = U OQkU U 02j+1'

k=1 j=—o00

2. Hap=—m, akkor o= ] Oy = {(—m,k?*) :keN}.
k=1

w

.Ha —m <np<m akkor o= J Cyu Ul Cajt1.
k=1 j=0

4. Han=m, akkor o= J 02j+1:{<7r,w> :jGNU{O}}.
=0

k=—00 J

—1 00
5. Han>m, akkor o= (J CyuU U Oyt
=0

A 3.2. dbran a o halmazt a [0, 7] intervallumon abrézoltuk, megadva
az itt 1év6 konkrét Cyy illetve Cy;4q gorbéket. Az abrit egy MATLAB-ban
megirt programmal készitettiik.

3.2. 4bra : A ¢ halmaz

3.3. Definicié: Definidljuk a o halmazt a kovetkezbképpen:

o= {(777 /\) € o, Elj €l éske Z\{OH (77, )\) € Cy, N CQj—!-l} .
Tehat (n, A\) € o akkor és csakis akkor all fenn, ha
2 —2k+1

cZ kel
T j €Z, ke Z\{0},

="k =
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tovabba barmely ¢ = 0,1,2,--- esetén 7, felirhat6 az aldbbi alakban:

Mgk = TN 2i4-1)5+4,(2i41) k-

Bérmely (7, \) € ¢ esetén felirhaté, hogy \; = (2i + 1)) esetén (n, \;) € 7,
i=1,2.3,- .

3.2 A7z INHOMOGEN ESET

Ebben a részben sziikséges és elégséges feltételeket adunk az
(3.3) "+ =h, 2(0)=0, B,x=0

feladat megoldasainak 1étezésére.
A [RE2] és a [RE4] cikkekben meghatarozott Osszefiiggéseink alapjan a
kovetkezd tételeket mondhatjuk ki:

3.4. Tétel: Ha (n,\) ¢ o, akkor a konstansvaridciobdl kovetkezik, hogy a

(3.8) inhomogén problémdnak létezik egyértelmii megolddsa bdarmely h €
L. R esetén.

loc

3.5. Megjegyzés: Az f € L} (©) jelolés azt jelenti, hogy f € Li, (T') min-

loc loc
den I' C © kompakt részhalmaz esetén.

3.6. Tétel: Ha (n,\) € o, akkor a konstansvaridciobdl kévetkezik az is, hogy
a (3.3) feladatnak akkor és csak akkor létezik megolddsa, ha

/ h(t)y(t)dt = 0

Iy

fenndll, ahol
(n,7), ha n <0,
Z,=<¢ (0,7), ha 0<n<m,
0,n), ha n>m,

Y és L, is figg n elhelyezkedésétdl, tovdbbd n-tol figgden 1 megaddsa a
kovetkezd
1) Legyenn < 0, n# —m és (n,A) € 0. Az (n,\) € Cop, k=1,2,3,- -,
vagy (n,\) € Cyjs1, j = —1,-2,=3,---, han < —m, ésj = 0,1,2,--- ha
—m < n < 0. Ekkor ¢ = toi,, ha (n,\) € Co €s ) = 1911 ha (n, ) € Cojyq,
ahol
2km

="

or(t) = sin (m—1t), te(n,mn)
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(27 + 1)

—sin————(w+1t), te(n0)
Uaj(t) = (ggi?)ﬂ
—sin—— (7 —t), tel0,7).
™+

2) Legyen n = —7 és (—m,\) € 0. Ebben az esetben \ = k?, 1) = 1)y, ahol
Yor(t) = sink(mr —t), t € (—m, ).
3) Legyen 0 < n < m és (n,\) € 0. Az (n,\) € Cop, k =1,2,3,--- | vagy

(777)‘> S 02]‘-1,-1, ] - 071727"' .
Ekkor v = ax, ha (n, ) € Co €s ¢ = 1P911, ha (n, X) € Cyj41, ahol

07 t€(0777>7
_ 2%
el =N s 2y v ),
T
2741 2741
2COS—( g+ )Wﬂsin—( I )Tt, te(0,n),
o (t) = o T
. (25+ D)7
—sin ————— (7 — 1), ten,m).
m™+n

4) Legyen n = m és (m,\) € 0. Ebben az esetben \ = M, Y = Pgit1,

1
ahol ,
27 +1

Y2j41(t) = sin t, te(0,m).

5) Legyen n > m és (n,\) € 0. Az (n,\) € Cox, k = —1,—2,-3,-- - vagy
(77’)\) S CQj-‘,—la ]: 071727"' .

Ekkor ¢ = vy, ha (n,\) € Cop €s 1 = Paj41 ha (0, A) € Cyjy1, ahol

0, t e (0,m),

= 2k

Yar(?) sin — (m—1t), te]lmn),
="

27+1 27+1

2 cos WT)stin @t, t e (0,m),

T T
¢2j+1(t) = (2 s 1)2 "

sinj—(ﬂ'+t), temn).

T™+n

A 3.3. 4brén szaggatott vonallal ¢(t)-t (a (3.3) peremértékfeladat nem
zérus megoldésa), mig folytonos vonallal ¥5(¢)-t abrézoltuk gy, hogy (1, \) €
Cs.
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0=n 7 0 n ™

3.3. dbra

3.7. Tétel: Legyen (n,\) € o, és ¥ a fentiekben adott figgvény, ¢
pedig a (3.2) homogén differencidlegyenlet peremérték feladatinak nem zérus
megoldasa, akkor a

[etuta—o
Ty
feltétel akkor és csak akkor dll fenn, ha (n,\) € 0.

Bizonyitas: Legyen (n,A) € Cox, k € Z\{0}. Az n # 7 esetén, han <«
akkor tekintsiik

ettt = [ttt = "5 cos 2 r = o).
Masrészt, ha n > 7, akkor
[etwutwi = [etu=-nwm.

A Ji(n) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha

2km 1 S —
=-+k+yj, jEZ, azazn =,
T—n 2
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ez ekvivalens az (1, \) € o Osszefiiggéssel.
Legyen most (1, \) € Cyj41, j € Z. Az n # —n esetén, ha n < 0, akkor

/ SOt = / (s (1)t

27+1 27 +1
= —/sin( I+ >7Tzfs.in( 1+ )W(W—i—t)dt
™+n ™+

27+1 27+1
- /sin< 7+ )ﬂtsin( 7+ )ﬂ-(ﬂ'—t)dt
T™+n T™+n

0
Tm+n 25+ 1)m
Cos
2 T+

n=:J2(n).

Masrészt, ha 0 < n < 7, akkor

Iy

/ Sttt = / (D)o (1)t

27 +1 27 4+1

= /QCOS< It >7T7rsin2< It )Wtdt
T™+n T™+n

0

27 +1 27+1
— /Sin( i )Wtsin( g+ )’N(T{'—t)dt:Jg(T]).
T+ ™41

Ha n = 7, akkor

/w(t)w(t)dt = /sin2 Mtdt = g > 0.

Jewvwie = [ebumna
= 72 cos (2 + Dm > (27 + 1)7Ttdt
A T™+n T™+n
+ /sin (Qiiil)ﬂ (2‘; n)ﬁ(wrt)dt = Jo(n)
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Végiil Jo(n) = 0, n # 7 esetén akkor és csak akkor teljesiil, ha

2;+)m 1
Tan —atiT k, ke Z\{0},azaz 1 = njp,.,

amely ekvivalens az (n,\) € 7 Osszefliggéssel. FEzzel az éllitast bebi-
zonyitottuk. O]
3.8. Megjegyzés: Legyen h € X := L'(Z,), akkor az

" =h, 2(0)=0, Bx=0

peremérték feladatnak akkor és csak akkor létezik megolddsa, ha X = T,h,
ahol T, : X — X leképezést a kovetkezdképpen definidljuk, ha n # m:

(T,h)(t) == /(t —1)h(T)dT + p— /(T —n)h(r)dr — /(7‘(‘ — 7)h(r)dr
éshan=m:
(T,h)(t) = /(T — t)h(r)dr — /Th(T)dT.

AT, : X — W?*Y(Z,) operdtor linedris, folytonos és
ImT, = {z € W*"(Z,)|z(0) =0, B,z =0}.
Tehét a (3.3) feladatot tekinthetjiik, mint az
r+ ANz =0

operator egyenletet x-ben. Most (1, A) € o akkor és csak akkor teljesiil, ha
T,-nak —1/\ egy valds sajatértéke.

3.3 KEZDETIERTEK PROBLEMA

Tekintstiik a kovetkez6 mésodrendii nemlinedaris differencidlegyenletet az
adott kezdeti feltételekkel:

(3.4) 2+ Xr+g(t,x) = h(t), z(8) =y, 2'(§) =1,
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ahol £ € R tetszbleges rogzitett érték, h € L} (R), g(t,s) Caratheodory
fiiggvény, azaz ¢(t,-) folytonos majdnem minden ¢ € R esetén és g(-,s)
mérheté minden s € R esetén, illetve létezik olyan m, [ € L. _(R), hogy

loc
barmely s € R és majdnem minden ¢ € R esetén teljesiil, hogy

(3.5) l9(t, 8)] < m(t) +1(t) - |s] .

A (3.4) kezdetiérték feladatot irjuk fel az aldbbi egyenletrendszerrel:

T = y o, ZL‘(S) = Ty,
(3.6)
Yy == x—g(t,x)+h(t) , y&) =,
amelyet a kovetkez6 alakba is irhatunk:
(3.7) x' = f(t,x), x(§)=(z0,21),

ahol x = (xvy)v f(t,X) = (yv —Ar — g(ta {L‘) + h(t))
A g és a h fliggvényekre tett feltételekbdl kovetkezik, hogy f Caratheodory
fliggvény és teljesiil az

[£(2,%)| < M(#) + L(t) - [x]

egyenlStlenség majdnem minden ¢t € R, illetve x € R? esetén, ahol M,
L € L},.(R) fiiggenek A\-t6l és h, m, és | € L} (R)-tél. A (3.7) probléma
x = x(t) megoldasdnak létezése a Schauder-féle fixpont tételbél és a Gronwall
lemmabdl kovetkezik. Tehat a (3.4) probléméanak létezik megoldasa.

3.4 HA NINCS REZONANCIA

Ebben a részben tegyiik fel, hogy (1, A) ¢ o.
Tekintsiik a kovetkezé harompontos peremérték problémat:

(3.8) "+ Xz + g(t,z) = h(t), z(0)=0, z(n) = z(n).

3.9. Tétel: Tételezziik fel, hogy h € L} (R), g(t,s) Caratheodory fiigguény
és létezik olyan § € [0,1), m, L € L (R) , hogy bdrmely s € R és majdnem
minden t € I, esetén:

(3.9) lg(t,s)] < m(t) +1(t) - |s]’.
Akkor a (3.8) feladatnak létezik legaldbb egy = € W*(1,) megolddsa.
A tétel bizonyitasa a [RE14] dolgozatban taldlhato.
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3.10. Megjegyzés: A W>1(O) jeloli azon u € LY(O) figgvények hal-
mazdt, amelyek D*u deriwvdltja létezik és L'(©)-beli (|| < 2) az ||ullwzr =
> laj<2 [Pl normdval.

3.11. Tétel: Legyen (n,\) ¢ o, h € L},.(R) és g fiigguények teljesiti a (3.9)
feltételt, akkor a

"+ Xx + g(t,z) = h(t), z(0)=0, B,z =0.
peremérték problémanak létezik legalabb egy megolddsa.

A tétel bizonyitdsa a [RE4] dolgozatban taldlhato.

3.5 HA VAN REZONANCIA

Ebben a részben tegyiik fel, hogy (n,\) € o.
Legyen ¢ a kovetkezd homogén peremérték feladatnak egy normalizalt,
zérustdl kiilonboz6 megoldasa (sajatfiiggvénye):

"+ Az =0, z(0) =0, B,z =0.

Létezik olyan ¢ # 0 konstans, melyre ¢ = cp és ||¢|| = 1 fenndll, tovdbba
¢ =sinVt, (7, \) € o esetén, illetve:

/ SO (1)t > 0.

Jelolje ¢ az (n, A) € o-hoz tartoz6 fiiggvényt (ldsd a 3.2. részben az inho-
mogén esetet). Tegyiik fel a g fliggvényre, hogy barmely s € R és majdnem
minden ¢t € 7, esetén a

(3.10) lg(t, s)| < mft), m € Ly, (R)

feltétel fennall, tovabbd majdnem minden ¢ € Z, esetén léteznek a kovetkezd
hatarértékek:

(3.11) g(t,+o00) = lim g(t,s).

s—rtoo

Tovabba tegylik fel, hogy:
£g(t, o) (t)dt + [ g(t, —oo)p(t)dt < [ h(t)y(t)dt <

T, I, Iy

{g(t,—oo)w(t)dt%— [ g(t, +o0)y(t)dt

Ly

(3.12)

teljesiil, ahol Z" = {t € T, : () > 0} és I, = {t € Z,,: ¢(t) < 0}.
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3.12. Tétel:Legyen (n,\) € o, h € L\ (R) és h, g figgvények teljesitik a

loc

(8.10), (3.11) és (3.12) feltételeket, akkor az
"+ e+ g(t,z) = h(t), z(0)=0, z(n) = z(r).
feladatnak létezik legaldabb eqy megolddsa.
A tétel bizonyitdsa a [RE4]| dolgozatban megtalalhato.

3.6 BIFURKACIOS PROBLEMA, TOBBSZOROS MEGOLDASOK

Tekintstiik a kovetkezd
(3.13) " + x4+ g(\t,x) =0, 2(0) =0, Byx =0,

peremérték problémat, ahol (n,\) € R paraméterek, ¢t € R, g = g(\,¢t,s) :
R2 — R \-ban és s-ben folytonos fiiggvény majdnem minden ¢-re és t szerint
mérhet6é minden A és s-re.

Tovabba tegyiik fel, hogy barmilyen zart A C R esetén léteznek olyan
m,l € L} (R) fiiggvények, melyekre minden A\ € A, minden s € R és majd-

loc
nem minden ¢t € R esetén:

(3.14) lg(At,s)| < m(t) +1(t)]s].
Tovabba tegyiik fel, hogy barmely adott, zart A,I"' C R esetén:
(3.15) g\ t,s) =o(s]), s—0,
A C R szerint egyenletesen és t € I'. Nevezetesen, ha
g\ t,s)=0,teR, NeR,

akkor a (3.13) egyenletnek mindig van z(t) = 0 € R zérus megolddsa. A
(3.14) Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy barmely £ € R és A € R esetén a

(3.16) 2"+ Ax+ g\ tx) =0, x(€) = xo, 2 (€) = 14,

peremérték problémanak létezik globdlis megolddsa R-n. (Az éllitds iga-
zolasa megtaldlhaté a [RE4] dolgozat 3. fejezetében.)
Ha n < 0, akkor a peremérték feladat a kovetkezo:

(3.17) "+ dx+ g\ tx) =0, z(0)=0, z(n) =x(x).
A (3.17) feladat ekvivalens az
(3.18) r+ XTx +T,(G(\ z)) =0,

operator egyenlettel, ahol G : R x X — X Nemytskii operator g-ben.
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3.13. Definicié. Legyen f Caratheodory figguény és u : 2 — R™ adottak.
Definidljuk az F(u) : Q@ — R fligguényt, melyre

F(u)(z) = f(z, u(z)).
Az igy definialt F-t Nemytskii operdtornak nevezzik.
AT, : X — W?*YZ,) operétor linedris, folytonos és
ImT, = {z € W>"(Z,)|z(0) =0, B,z =0}.
T, G kompakt és (3.15) miatt adott A C R esetén
G\ x) = o(llzf), [zl =0

A € A esetén teljesiil. A globalis Rabinowitz és Dancer-féle bifurkacids tételek
szerint (lasd [22] 5.2.34-es tétel 295. oldal és 5.2.38-as tétel 300. oldal)
megkapjuk a (3.18) egyenlet zérustdl kiilonbozé megoldasait.
Tekintsiik a
f\z) =+ Mo+ T,(G(\ x))

fliggvényt és az

S={(\z) e RxX|z#0, f(\z)=0}.

halmazt. Ha rogzitjik az (n, ) € o\ o-t, akkor a T, operdator —1/(\o)
sajatértékének multiplicitdsa 1 (ldsd [RE4] 2. fejezet). A Rabinowitz és
Dancer-féle bifurkaciés eredményeket (1, Ag) € o esetén nem lehet alkal-
mazni, mivel a T, operator —1/()\g) sajatértékének multiplicitdsa 2. Vi-
szont ebben az esetben a (3.17) nem trividlis megolddsainak a létezése (g, 0)-
bol bifurkalva bizonyithato, ha g fiiggvény simasagara tovabbi feltételeket
teszlink.
Tekintsiik
g\, t,s) = A(sins — s)

fiiggvényt. Valdjaban ezek sokasagénak létezése A\-ra vonatkozdan a
(3.19) "+ Asinx =0 2(0) =0, B,x =0

feladat megoldasainak multiplicitasat adja.
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3.6.1 Az ALGORITMUS

Megadunk egy numerikus algoritmust, mellyel a (3.19) egyenlet megoldésai-
nak szamdt tudjuk meghatdrozni. A (3.19) egyenlet I,-ban el6irt szamu
zérushelyli megolddsok szama szerint osztdlyozhatunk, amikor (n,\) az
R2\o egyik adott komponenséhez tartozik. Leirjuk azt a médszert, amivel
eloallitjuk a 3.5. abran lathato bifurkacios diagramot, ahol a sziirke részek
reprezentaljak a (3.19) feladat zérustdl kiilonb6z6 megoldasainak a szamat. A
diagramon az egyre erdsebb szin a megoldasok szamanak novekedését jelenti.

0 n m

3.4. abra Bifurkacios diagram

1

Legyenek 7min < Mmax, Amin < Amax 68 Thy, < 2, r0gzitettek.

1 2

1. Elsé 1épésként eldallitjuk az [Nmin, Mmax] X [Amin, Amax] X [Tinins Tonax)-

nek a {(n;, \j,z})[i =0,...,n,, j=0,...,nxk=0,.. n,} halojat egy-
forma lépéskozokkel n,, - ny - ng1 szamu elemmel.

2. Mésodik lépésben ¢ = 0,...,n,, j = 0,...,n) és k = 0,...,n,n esetén
definialjuk az
z; k= sign (By,x),

fiiggvényt, ahol = a
2" + \jsinz =0, 2(0) =0, 2/(0) =}

peremérték feladat megoldésa.
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3. Rogzitett ni-k esetén megadjuk a (A, z') sikon a megolddsdiagramokat
gy, hogy meghatarozzuk z; _konturvonalait. (ldsd 3.5. abra) Az x ; -
hoz tartozé zéré kontur vonalak szemléltetik a megoldas diagramokat
(A, ') sikon rogzitett A;-k esetén (ldsd 3.6. dbra). Megjegyezziik, hogy
a vildgos (sotét) sziirke szin a 3.5. és 3.6. megoldas diagramokon azt
jelenti, hogy x; ;x = 1 (x;; = —1). Az abrakat MATHEMATICA-ban
megirt programokkal készitettiik.

4. Végiil a (n, ) sikon a bifurkéciés diagramot aszerint adjuk meg, hogy
hany eléjelvaltasa van x; ; -nak. Azaz i =0,...,n,, j =0,...,n, esetén
az x;; el6jelvaltasainak szdma meghatérozza a (3.19) megoldasainak
szdmat, ha n =n; és A = ;.

nezo = 1.100
/ / i _ TU - [}.95{1_ . nira = 0.860
/// Vi “, el
&\ Meo = 0.800 . nar = 0.635
0 A 50

3.5. abra A megoldasdiagramok fix 1 = 1127, M160, 7172, 190, 220 €setén.
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Are = 23.65

Agra = 28.090 Agos = 30.4

< =

0 n T

3.6. abra A megoldasdiagramok fix A = A\y76, As78, A6055 A640, A1000 €Setén.

3.14. Megjegyzés: Legyen (n,A) € [0,7) x R adott. A (3.19) feladatnak
pontosan 2p zérustol kulonbozo megolddsa létezik, ahol

(3.20) p:card{<n,x> GO’:X<)\}.

3.15. Kovetkezmény: Rdamutatunk a (3.20) szamossig néhdny tulaj-
donsdgdra azért, hogy a (3.19) probléma zérustdl kilonbézé megolddsainak
szamdt konnyen meg tudjuk hatdrozni fix (n,\) € [0,7) X R esetén.

1. A p értéke korldtos, azaz

ahol

|
Il
=
I
"
—N—
o
m
z
RS
= [\
| | =
= |3
N———
0
A
>
——

ji= {jeNU{O}l (%) <>\}.

2. Tovdbbd, han € [0,7)\ O, ahol
© = {Uj,k|j7k €N, 2k < 2+ 1}a

akkor p :_E + 7+ 1 tetszéleges N érték esetén. Mdsrészt, han € O,
akkor p < k4 j + 1 elegendden nagy.
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3. A (3.20)-bdl p szimossiga 2(m — n)-nel egyenld, ahol m és n a
kovetkezoképpen adott:

+00 +oo
m—card{ U02k|)\<)\}+card{ n,A UC'2]+1|)\<)\}

k=1 7=0

n= card{(n,X) €lh < )\}.
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4 FOLYADEK MECHANIKAI ALKALMAZAS

4.1 BEVEZETES

Altaldban egy géz vagy folyadék lamindris dramlésa folyamdn a kozeg
egyes rétegei kiilonbozo sebességgel aramlanak. A folyadékok viselkedését
parcidlis differencidlegyenlet-rendszerrel lehet leirni, mely a folytonossagi
egyenletbdl, a Navier-Stokes egyenletbdl és az energia megmaradas elvébdl
vezetheto le.

4.2 A NEMNEWTONI KOZEGEK

Az olyan folyadékokat, amelyek a Newton-féle viszkozitasi torvénnyel
irhatéak le newtoni folyadékoknak nevezziik. Newtoni folyadékok a mérnoki
gyakorlatban is el6fordulé kozegek egy része, az Osszes légnemil hal-
mazallapoti kozeg és a cseppfolyds halmazallapoti kozegek nagy része.

A newtoni folyadékokban keletkezo csusztatdfesziiltség a deforméciose-
bességgel aranyos:

~dvy  dy
Tyz = dy — ME7
ahol 7, az y normalist sikon ébredd x irdnyu cstsztatofesziiltséget jeloli, v,
a sebesség x iranyu komponense, p a folyadék viszkozitasi tényezdje, illetve
a dy/dt is a deformdcidsebességet jeloli. Newtoni folyadék példdul a viz, mig
newtoni kozeg a levego.

Szamos olyan folyadék van, amelyeknél a cstsztatofesziiltség és a de-
formacidsebesség kozott nemlinearis kapcsolat van. Ezeket a folyadékokat
nemnewtoni kozegeknek nevezziik. Sokféle nemnewtoni anyagot ismeriink,
melyek fontossaga példaul az élelmiszer- és kozmetikaiparban is jelentos. Tu-
lajdonsdgaik megismerésével foglalkozé tudomanyag a reoldgia. Az emlitett
anyagoknal a v viszkozitds egy konstans értékkel nem adhatéo meg. Szamos
polimer, illetve polimerolvadék is nemnewtoni tulajdonsagokkal rendelkezik.
Tovabba nemnewtoni folyadékok kozé sorolhato a ketchup, a vizes keményito
szuszpenziok, a festékek, a vér és a samponok.

Mi az olyan folyadékokal foglalkozunk, ahol a csusztatofesziiltség és a de-
formaciosebesség kozotti kapcesolatot hatvanyfiiggvénnyel szokés jellemezni,
ezért ezeket hatvanykozegeknek nevezziik. Az oket leird Osszefliggés

n—1 du
dy’

du

(41) sz =T - dy

ahol 7y és n két paraméter, amelyek az anyagra jellemzd adatok.
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e Ha n < 1, a kozeget un. pszeudoplasztikus kozegnek mnevezziik,
melyek &ltalaban hosszii lanci molekulakat tartalmaznak. E mole-
kulék elrendezédéséig a deformacidsebesség adott novekedéséhez nagy
csusztatofesziiltség-valtozas tartozik, ezt kovetoen a cstusztatdfesziiltség-
valtozas csokken. Ilyen tulajdonsaggal rendelkezik példaul a tej, a
tejszin, a stritett paradicsom, a festékek, a fogpép és a polimer

olvadékok.

e Ha n > 1, akkor dilatdlo kozegrdl beszéliink. Ilyen példaul az asvanyi
porokat tartalmazo zagy.

e Az n = 1 specidlis esetben kapjuk a newtoni folyadékokat, mint példaul
a viz.

Az 4.1 dbra a kiilonboz6 kozegek reoldgiai gorbéit mutatja be, amelyek
a folyadékban keletkez& 7 csusztatofesziiltség és a dy/dt-vel jellemzett de-
formaciosebesség kapcsolatdat mutatjak meg. Az 1-es jelii gorbe newtoni
kozegre vonatkozik, a 2-es jeli plasztikus folyadékra. Az utébbinal egy
meghatarozott 7, hatar-csisztatofesziiltség elérése utan kezd a kozeg folya-
matosan deformalédni. A 3-as jelii gorbe a pszeudoplasztikus, a 4-es a di-
latald, az 5-6s pedig a tixotrép kozeget jellemzi (Lajos [38]).

4.1. abra Reoldgiai gorbék
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4.3 HOMERSEKLETTOL FUGGO VISZKOZITAS

A folyadékok viszkozitdsa altalaban exponencialisan csokken a hémérséklet
novekedésével. A dinamikus viszkozitas hémérséklet-fiiggését az

(4.2) no(T) = naetr

Arrhenius Gsszefiiggéssel szokds jellemezni, ahol 14 anyagi allandé [Pa/s].
A (4.2) Osszefiiggésben az A a viszkozitas aktivéldsi energidja [J/mol]-ban,
R =38,314 J/(mol K) az egyetemes gazalland6, T' a hémérséklet [K].

Ha az anyagok viszkozitasanak a logaritmusat a homérséklet reciprokanak
a fliggvényében abrazoljuk megkozelitoleg egyeneseket kapunk. Ezeknek az
egyeneseknek az irdnytangensei aranyosak az adott folyadék viszkozitasanak
aktivalasi energiajaval.

Az 4. fejezet tovabbi részében nemnewtoni folyadék aramlasat vizsgdljuk
homérséklettdl fiiggd viszkozitas esetén.

4.3.1 NEM IZOTERMIKUS FOLYAS CSOBEN

Ebben a fejezetben viszkézus folyadék laminaris &aramlasakor fellépd
hovezetést és hofejlodést vizsgaljuk kor keresztmetszetii véges hosszusagu
egyenes csOben. Hengerkoordindtakat alkalmazunk. Jelen esetben &llan-
dosult nyomds hatasara létrejovo aramlassal foglalkozunk, ezért a felirt
egyenletekben az id6 szerinti derivaltak zérusak. Feltessziik tovabba, hogy a
sebességvektor egyetlen olyan Gsszetevije, amely nem nulla: v, (ve a henger-
szimmetria miatt nulla, v, pedig elhanyagolhatéan kicsi). A tomegerdket
szintén nem vessziik figyelembe.

Ezek alapjan a folytonossagi egyenlet a kovetkezd alakba irhaté fel:

v, do\

(43) Y ( 92 ) + v, (&) = 0,
az energiaegyenlet a kovetkezo:

ov, oP 10 v,
e (G5) - (5) S (5]
az impulzusegyenlet pedig:

ar ko | or 0°T

(4-5) 0CpU, (a) = ;E {TE} + k (ﬁ) )

ahol T a homérsékletet, p a stirliséget, P a nyomadst, ¢, az alland6é nyomdason
mért fajhdt és k a hovezetési tényezot jeloli.
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4.3.2 KONSTANS VISZKOZITASI TENYEZO ALKALMAZASA

Ebben az esetben feltessziik, hogy n9 =konstans, tovabba, hogy a p stirliség
is allandé. Ekkor a mozgasegyenlet a kovetkezo alakba irhato:

dP 1d " dv,
4. ) =g —
(4.6) (dz) o dr (r dr)’
azaz
dP 1d dv, \"
o (%)= G (-5) )
Az energiaegyenlet pedig a kovetkezd alakba irhaté:
kd dT dv, \""!
4. _Z2 _ ,
(48) 0 rdr [r(dr>]+n0( dr)

4.1. Megjegyzés: A (4.6) egyenlet jobboldalin megjelend kifejezés az n-
Laplace operdtor a radidlisan szimmetrikus kétdimenzios esetben.

dv,
dr

A (4.4)-(4.6) mozgas és energiaegyenletek differencidlegyenlet-rendszeréhez a
hengerszimmetriat figyelembe véve az alabbi peremfeltételeket vessziik:

v:(Ro) = 0, v.(0) =0,
T(Ry) = T,, T'(0)=0,

amelyek izoterm folyadékaramlést jellemeznek és T, a falhémérsékletet jeloli.
A (4.6) mozgasegyenletbdl integralds utan a kovetkezo Osszefiiggés adodik:

l n
fror= Sl )]
0 r dr dr

ZT]()d dUZ "
P—-—PFP=——— — .
l 0 Tdr{r( dr)}

A valtozok szétvalasztdasa utan integralassal a kovetkezd egyenletet kapjuk:

P, — Pyr? dv,\"
— = — .
ngy 2 r( dr) T

azaz

A peremfeltételekbol C; = 0 kdvetkezik. A tovabbiakban

P — P\ "
a:
2lno
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jelolést fogjuk hasznalni. Az el6zd egyenletbol tehat rendezés utan

dvz 1
— =qQqrn»
dr

adddik, melyet integralva a sebesség z irdnyu komponensére a kovetkezot
irhatjuk fel:

(4.9)

_ — %4—1 n C
v,(r) = ar i + Ch.
A v,(Rp) = 0 peremfeltételbdl meghatarozzuk a Cy dllandot:
Cy = —a(Ro)n ' —
2 Oé( 0) n+ 17
tehat a sebesség z irdanyt komponense
n 14+4 1+1
4.10 L(r) = ( R ) 7
(4.10) wr) = o (RF =
azaz 1
P —FP\" n 1+1 141
vs(r) ( 2lng ) n+1< 0 "

A (4.9) Osszefiiggéssel a (4.4) egyenletbdl az aldbbi differencidlegyenletet
kapjuk a hémérséklet meghatarozasara:

Ckd [ (dT _—
0—;% |:7" (%):| ‘|‘77()Oé T R

d dT\] = moa™ 5
L@

adodik. A valtozok szétvalasztasa, majd az integralas utan:

ar o™t n g
il LGRS N
r(dr) k 3n+l T

amelyet atrendezve:

A peremfeltételt is figyelembe véve C3 = 0. Innen a T hémérséklet a sugéar
fiiggvényében:

noan-H n 2 g4l
T(r) = — n 4 Cy.
(r) k (Sn + 1> " +

Figyelembe véve a T'(Ry) = T, peremfeltételt (a hémérséklet egyezzen meg
a cs6 falanak hémérsékletével) kifejezziik a C; konstanst:

C =T %_7700/#rl n 2(R )n
T k 3n+1 o
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Tehat

k 3n—+1

T—T, n ’ 3+ 341
7]00[”‘5‘1]{:7 (3n+1> [<RO) o n]

4.2. Megjegyzés: A (4.6) és a (4.4) egyenleteknél a p siriségnek a
hémeérséklettol valo fiiggését nem vettik figyelembe.

noa™ n 2 ! 1
T 1= M5 () (R -]

azaz

4.3. Megjegyzés: Ha a p striiség homérséklettol valo figgését figyelembe
vessziik, akkor dp/dT = —kp, ahol k a hétdguldsi tényezdt jeloli. Ekkor a
(4.4) differencidlegyenlet a kévetkezd alakot 6lti:

o F O (TN s g (2P o (00"
“ror | \or "\ o2 o or '
Az egyenlet megolddsa a kévetkezd:
(T - Tw) 2n r\ =2 [(3n+1)? 2
o L Tr| |1- (= S ) ) R
(Tp — T,)° HACESYA <R> on(n+1) <R> ’

ahol (Ty — Tw)0 a cso tengelyében és a faldn mért homérséklet kilonbsége
abban az esetben, ha k =0 (McKelvey [51] 78. oldal).

4.3.3 HOMERSEKLETTOL FUGGO VISZKOZITAS ALKALMAZASA

Tegyiik fel, hogy 1y = 10(7"). Béar a polimerek viszkozitdsanak lefrasira

A
T]O = ’]’/AeRT

Arrhenius-tipusu homérsékletfiiggd viszkozitasi torvény az altalanos, mi az
egyszeriiség kedvéért a Nahme-tipust exponencidlis approximaciot tételezziik
fel:

_A(T=Ty)

(4.11) n=Tme "

ahol T' a homérséklet, A az aktivéldsi energia (reoldgiai faktor), R az uni-
verzalis gazallandd, 1 a viszkozitasi érték a Ty referencia homérsékletnél,
ahol:
A
7= e
Az Arrhenius-tipusi torvényt ritkdbban alkalmazzak a szakirodalomban,
annak ellenére, hogy sokkal jobban illeszkedik a gyakorlatban vizsgalt
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homérséklettartomanyon, mint a Nahme torvény. Ha (T —Tp) /Ty << 1,
akkor az Arrhenius-tipusi Osszefiiggést jol kozeliti a Nahme torvény.

Ebben az esetben a (4.4) és a (4.5) mozgas- és energiaegyenletet, illetve
az adott peremfeltételeket az aldbbi alakban irhatjuk fel:

dP _ -2 g dv,\"
(4.12) (E) = Te o o (— o ) ,
k d dT _ATTY) gy \
4.1 RO (N fre 7 (- _
(4.13) rdr {r(dr)}—kne ’ ( dr) 0,
v,(Rp) =0 , v.(0)=0

T(R) =T, , T(0)=0.

A mozgéasegyenlet atrendezve

d'UZ A(T-Ty) 1

=ae " rw
dr

1
P —P\n
2lm '

alaku, ahol @ = (

4.4 NUMERIKUS SZAMITASOK A HOMERSEKLET ELOSZLASANAK
MEGHATAROZASARA LDPE ESETEN

4.4.1 A POLIMEREK

A gyakorlati alkalmazasok miatt manapsdg reologiai szempontbdl a
folyadékok széles kore a figyelem kozéppontjaba keriilt. A nemnewtoni fo-
lyadékok kozé sorolhatok a polimer folyadékok, a kolloid- és szuszpenzids
oldatok, a miianyag olvadékok.

A polietilén (PE) a legszélesebb korben hasznalt miianyag, melynek egyik
legnagyobb felhasznaldja a csomagoldipar (példaul miianyag hordtéskak). A
polietilénbdl késziilt termék mechanikai tulajdonsagat a molekulatomeg, a
kristalyossdg, az elagazottsag mértéke és tipusa nagyban befolyasolja, emi-
att a polietilént a siirtisége és a polimer lancok eldgazottsdga alapjan tobb
kategdriaba szoktdk sorolni, példaul:

e Nagy siirtiségili polietilén (HDPE)

e Kozepes siirtiségii polietilén (MDPE)
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e Kis stirtiségii polietilén (LDPE)

Az LDPE siirtisége 0,910 g/cm® és 0,940 g/cm® kozé esik. Az LDPE-
nél a polimer lancoknak magas az eldgazottsiga (atlagosan a szénatomok 2
szézalékanal talalhaté eldgazas), emiatt az molekuldk kozotti kélesonhatéasok
gyengébbek és ez okozza, hogy az LDPE-nek kisebb a szakitészilardsaga, vi-
szont a hajlékonysaga magasabb. Az LDPE-t szabadgyokos polimerizaciéval
allitjak el6 és leggyakrabban félidnak szoktdk hasznalni. 1988 o6ta a vilag
tobb orszagaban a bankjegyeket is ilyen alapanyaghdl készitik.

A kiilonboz6 tipusu folyadékok reolégiai viselkedésének leirdsara sokféle
modellt alkalmaznak. Az egyik széles korben hasznalt nemnewtoni modell
az Oswald-de Waele-féle hatvényfiiggvényt kielégité modell (lasd 4.2. fejezet
(4.1) egyenlet).

A viszkozus melegedés fontos szerepet jatszik a folyadékok aramlasi
dinamikdjaban. A viszkdzus melegedésnek a mennyiségi megbecsiilése a
viszkozimetridban nagyon bonyolult kérdés (ldsd Middlemann [52]). A
hatvanytorvényt koveto folyadékok aramlasanak egzakt megoldasat Martin
vizsgélta hofejlédés és hémérsékletfiiggd viszkozités esetén (lasd [50]). Hérom
esetben adott ilyen megoldasokat:

e kor alaki csOben nyomas hatasara létrejové aramlaskor,
e nyiréaramlés esetén forgd koncentrikus hengerek kozott,

e nyiréaramlasra parhuzamos lapok kozott.

A folyadékok nem izoterm adramlédsa jol ismert (lasd McKelvey [51]). Az
eros homérsékletfiiggd viszkozitds azonban nem kivant instabilitashoz vezet-
het a technikai folyamatok sordn. Ez a jelenség matematikailag nemlinearis
differencialegyenletekkel modellezheto.

Ezen aramlésok részletes analizise lehetévé teszi a megfelel6 modellek
értékelését és a prototipikus ipari folyamatok numerikus elorejelzését. A
nemnewtoni kozegek viszkozitasa erdsen fiigg a sebességgradienstol és a
homérséklettol. Jelen esetben hatvanytorvényt koveté modellt hasznalunk
osszenyomhatatlan homogén folyadék esetén allando stirtiséggel gy, hogy a
viszkozitas homérsékletfliggdségét tételezziik fel.

A polimer folyadékok reoldgiai viselkedésének kvantitativ leirasa azért is
nagyon fontos, hogy megértsiik a kapcsolatot a feldolgozas és a termékek
tulajdonsagai kozott.
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4.4.2 A MEGHATAROZO EGYENLETEK

Egy véges hosszisdgi hengerben egy allandésult nemnewtoni folyadék
viszkozus hofejlédését elemezziik. A peremértékfeladat megoldasa soran
vizsgaljuk a folyadék sebesség- és homeérséklet eloszlasat egy nemnew-
toni hatvanyfliggvényt feltételez6 modellre egy tengelyszimmetrikus henger
esetén. Célunk, hogy vizsgdljuk a homérsékletfiiged viszkozitas hatasat a
homérséklet és a sebesség eloszlasara.

Tekintstik egy polimer folyadék folyasat Ry sugari és [ hosszisagu tenge-
lyesen szimmetrikus csében, ahol Ry << [. A cs6 falhdmérsékletét tekintsiik
konstansnak és jeloljiik T,,-vel. Az analizist azon feltételezés mellett végezziik
el, hogy az anyag dramlédsa egy dimenziés. Jeldljiik v, = v,(r)-rel a sebesség
z irdnyu komponensét, amely csak r-tdl fiigg, illetve legyen

Ugoz(); Ur:O7 P:P(Z), T:T<T)a

ahol T a folyadék homérséklete, P pedig a folyadék nyomasa.
A mozgasegyenlet

(4.14) - (%—f) = %% (7“77 (%ﬁf)) )

és az energiaegyenlet

ko[ (0T .\
4.15 0=—— —
(4.15) r or {T<8r)}+n(8r> ’
alakba frhatd, ahol 1 és k jeloli a polimer viszkozitasi és hdvezetési tényezdjét.
Az Oswald-de Waele-féle hatvanyfiigvény formulat alkalmazzuk nemnew-

toni viszkozitas esetén, melyben a cstsztatofesziiltség a kdvetkezo formulaval
irhato le:

ov,
Tey = Mg,
ahol )
ov, |"™
n="mno|— or

A legtobb makromolekularis folyadék pszeudoplasztikus, melyekre jellemzGen
az n értéke 0,15 és 0,6 kozé esik.

Mi az n hatvanyfiiggvény kitevot ugy tekintjik, hogy nem fiigg a
homérséklettél. Ahhoz, hogy megkapjuk a nem izotermikus probléma leirasat
az 1o homérsékletfiiggésére a (4.11) Nahme-tipusi torvényt alkalmazzuk.
Ebben a részben feltételezziik, hogy a k hévezetési tényezd és a p nyomas
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4. FOLYADEK MECHANIKAI ALKALMAZAS

nem fiigg a homérséklettdl és a folytonossagi egyenlet automatikusan tel-
jestil.

Tekintsiik a cstiszasmentes peremfeltételt és a sebesség tengelyszimmetria
miatti tulajdonsdgait és a (4.12), (4.13) egyenleteket vegyiik a

(4.16) v.(Ry) = 0, T(Ro) = T, v.(0) =0, T"(0) =0

peremfeltételekkel.

Integralva a (4.12) egyenletet, valamint figyelembe véve, hogy 0 < z < [,
ahol [ a kisérletben szereplo kapillaris cs6é hossza, a kovetkezo Osszefiiggés
adodik:

(4.17) - (Cs;) = (aRo)™ ¢’ (}%0)1

Bevezetjiik a kovetkezd dimenziémentes mennyiségeket:

AT — TO 6 . T
“nR TP T R
és felhasznaljuk, hogy v,(r) = v(§). A (4.17) egyenletbdl a

- (Z—D — (@R Roe®(6)*

egyenletet kapjuk, ahol

1
_ (PR _\"

Tehét a (4.13) energiaegyenlet a dimenziémentes mennyiségekkel

n+1

20 1df _ , onm
(4.18) d—§2+gd—€+7€§" =0

alakba irheto, ahol

n+1

AR: . (P — P, T
v = RO ﬁ% (—l ORO) .

knTeR 21

A megfelel6 peremfeltételek pedig

alakuak.
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4.4.3 Az LDPE REOLOGIAI JELLEMZESE

Jelen esetben egy kor keresztmetszetii, egyenes csoben 1éve, kialakult, henger-
szimmetrikus laminéris dramldst mutatunk be. (Csévekben azt az dramlast
nevezzilkk kialakult dramldsnak, amelyben a sebességmegoszlds a csé hossza
mentén nem valtozik: dv,/dz = 0. Ebben a fejezetben a [RE15] dolgozatban
vizsgalt LDPE-re vonatkozo eredményeket ismertetjiik.

A BRALEN RB 03-23 altalanos LDPE tipust vizsgaltunk, amely magas
fesziiltségkorrozids ellendallassal és nagyon jo mechanikai tulajdonsdgokkal

rendelkezik.  Ez a tipus nem tartalmaz adalékot. Altaldban nagy
igénybevételii zsakok, 0,07-0,25 mm vastagsagu zsugorfolidk gyartasara
alkalmas. Ezenkiviil kiilonbozo fuvott tartalyok készitésére, csovek,

lemezek és profilok extrudalasara, valamint frocesontésre, jatékok gyartasara,
élelmiszerek és gyodgyszerek csomagolaséara is felhasznaljak.

Ebben a fejezetben a BRALEN RB 03-23 tipusu alacsony stirtiségii ala-
panyag reolégiai paramétereinek kisérleti meghatarozasat mutatjuk be. A
méréseket a BorsodChem Zrt. kazincbarcikai laboratériumaban végeztiik el.
A vizsgalatok soran Gottfert-féle 20-as extrudert alkalmaztunk, 1:4 ardnyu
Osszenyomasi arannyal hosszi kompressziés zéndval. A csiga atmérdje
20 mm. Hengeres, 2 mm atmérdji és 30 mm hosszi acél kapillaris
diiznit hasznéltunk. A bemeneti szog 90°, a diizni pedig rogzitve van az
extruderben. Az olvadasi homérsékletet és az olvadasi nyomast harom helyen
mértiik a cs6ben. Annak érdekében, hogy minimalizaljuk a mérési hibakat
a homérsékletszenzorok izoldlva vannak a cs6tol egy alacsony hévezetési
keramiaval. Csak a 20D-nél elhelyezett szenzorok értékeit hasznaltuk fel. A
G tomegdramot az extrudalt rudakbdl szamitottuk (percenkénti vagatokbdl).
A 4.2, &bran az altalunk hasznalt diiznit lathatjuk, mig a 4.3. abra a
kisérletekben hasznalt Gottfert-féle extridert mutatja.
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4.2. abra

4.3. 4bra
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Az extruziés méréseket harom-féle acél homérsékleten végeztiik el a diizni
zonajaban 160°C, 170°C, illetve 180°C esetén. A csiga fordulatszamat ot

kiulonbozo értékre allitottuk be:

melyeket mind a harom homérséklet esetén alkalmaztunk.

m =20, 40, 60, 80,

100,

A mért adatokat a 4.1. tablazat tartalmazza, ahol G a térfogataramot

jeloli:
n [rpm] | G [g/min] | Ps [bar] v Ps [bar] v Ps [bar] v

160°C' | 160°C"| 170°C" | 170°C | 180°C' | 180°C

20 6 108 162, 2 100 173,4 93 183,6

40 12 130 | 162,7

40 12,2 120 173,7

40 12,5 115 184,5

60 19 143 163,5 135 174,3 130 184,8

80 24,5 155 164,2 145 174,5 135 185,1

100 31 162 164, 4

100 31,5 155 175,3 145 185, 3

4.1. tablazat

A mért adatokbdl a deformaciosebességet a Rabinowitsch formulaval

szamitjuk:

A csusztatédfesziiltség:

_ <3ﬁ—k
V= —
n

rap
2

1

T =

G
Tri3p

A dinamikus viszkozitds ezek ismeretében

n=--

f)/

A mért adatokkal kapott szamitdsokat a 4 [1/s|, 7 [Pa] és n [Pa s] esetén
mindharom hémérsékletre a 4.2.-4.4. tablazatok tartalmazzak.
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0l 7 (160°C) | n (160°C) | ¥ (160°C) | 1000/T
236,862 | 182304 769,7 162,2 | 2,29695
473,724 | 219440 463,2 162,2 | 2,29431
750,063 | 241384 321,8 163,5 |2,29011
967,187 | 261640 270,5 164,2 | 2,28645
1223,79 | 273456 223,45 164,6 | 2,28436

4.2. tdblazat: 160°C esetén mért adatok

A T (170°C) | n (170°C) | ¥ (170°C) | 1000/T
236,862 | 168800 12,7 173,3 | 2,23934
481,619 | 202560 420, 6 173,7 | 2,23784
750,063 | 227880 303, 8 174,3 | 2,23484
967,187 | 244760 253, 1 174,5 | 2,23384
1243,53 | 261640 210, 4 175,3 | 2,22985

4.3. tdblazat: 170°C esetén mért adatok

0l 7 (180°C") |  (180°C) | ¥ (180°C') | 1000/T
236,862 | 156984 662, 8 183,6 | 2,18933
493,463 | 194120 393, 4 184,5 | 2,18504
750,063 | 219440 292, 6 184,8 | 2,18360
967,187 | 227880 235,6 185,1 2,18217
1243,53 | 244760 196, 8 185,3 |2,18122

4.4. tablazat: 180°C esetén mért adatok

63




4. FOLYADEK MECHANIKAI ALKALMAZAS

A 4.4. 4bra a nyomast a térfogatdaram fliggvényében mutatja 160°C
esetén.

200
F3 bar :
__-_:rn:r""—-fr -
H_S:I#
150 R
.Jf"j
i -
e
."--.-
4 .
¥ :
100 - i i i
0 10 20 30 G .g/min
4.4. abra

A nyomas logaritmusa és a térfogataram logaritmusa kozti Osszefiiggést
abrazolva egy egyenessel jol kozelitheto gorbét kapunk mindhdrom mért
homérséklet esetén. A 4.5. dabra ezt az egyenest mutatja 160°C-on mért
adatok esetén.

5 g
InF3 bar
,--"Fﬂ-'
- -r-g_‘_-'
5 004 - S I N o
i T
P
-
f-)?-
.-f"_—f-i :
4 785" ' f,f '
___F-
4.50 i
1.50 2.00 250 3.00 Ind3, gimin
4.5. 4bra
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Ezen egyenes meredeksége adja a hatvanytorvényben 1évo n kitevot, ami a
harom homérséklet esetén:

e 160°C esetén n = 0,24776
e 170°C esetén n = 0, 26555
e 180°C esetén n = 0,26694.

Ezen adatokbdl lathaté tehat, hogy az n kitevé is homérsékletfiiggs. Az
egyszeriiség kedvéért szamitasainkban az n = 0,26 konstans atlagértékkel
szamoltunk.

A 4.6. abra a csusztatofesziiltség és a deformacidsebesség kozti
osszefliggést abrazolja 160°C esetén folytonos, 170°C esetén szaggatott,
180°C esetén pottyozott vonallal.

300

T
KPa

2507

200

150 R —
0 500 1000 ¥ s 1500

4.6. abra

A viszkozitas és a deformacidsebesség kozti Osszefliggést a 4.7. abran
lathatjuk a harom kiillonb6zé hémérséklet esetén (160°C-folytonos, 170°C-
szaggatott, 180°C-pottydzott vonal).

A nyiréfesziiltség és a viszkozitas deforméciosebességhez valé viszonyat a
4.8. dbra mutatja 160°C esetén.
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1000 m
N E\!
Pas | .H:Ll

8O0 Ay

Ny
0- : :
0 500 1000 7§ &' 1500
4.7. abra
300 1000
T
kFPa n Pas
- 800
- B00
225
- 400
-+ 200
150+
0 500 1000 1500 y s°°

4.8. 4bra
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A deformadcidsebesség és a viszkozitds viszonya a mérések alapjan
szamitott adatokbol:

e 160°C esetén n = 42277,-},—0,7524
e 170°C esetén n = 3962850735
e 180°C esetén n = 36785"}/‘0’7331.

A polietilén siirliségét p = 920 g/cm>-nek mértiik, ami jél megegyezik a
szlovdk Slovnaft gydrtéeég éltal megadott p = 919 g/cm?® adattal. A ¢,
fajhot DSC méréssel hataroztuk meg 160°C-on:

¢, =228 kJ/kg K ,

ami nem tér el jelentésen a szakirodalomban megadott ¢, = 2, 3 kJ/(kg K)-t6l
(lasd Rodriguez [57]).

A 4.9. abraban a mért nyomést dbrazoltuk a homérséklet reciprokanak
fliggvényeként kiilonbozé csiga fordulatszamok esetén. Az dbrakban a diizni
elott mért homérsékleteket alkalmaztuk. Mivel a kifolyé anyagaram majd-
nem fliggetlen a hémérséklettol és csak a csiga fordulatszamatol fiigg, ezért
a nyomas segitségével kiszamithato az A aktivalasi energia.

5.20
In{Fy : I
- e gy
& OO0 ”.I:”? ! _...--&#___..-a.-'.-—
(i _; e
.f'."‘--.#'-‘
— &
) : o
e
= ?n ...-_.'.-!..'
4.60+—— — —he -
215 2.20 225 2.30
1000/T
4.9. dbra A mért nyomas abrazoldsa a homérséklet reciprokanak
fiiggvényeként

67



4. FOLYADEK MECHANIKAI ALKALMAZAS

A viszkozitas hémérséklettol vald fiiggésének az Arrhenius-torvény sze-
rinti kozelitését mutatja a 4.9. &dbra, ahol az egyenessel vald kozelitések a
kovetkezdek:

e 1 =20 InP;=1,4946 + 1,3880% [kJ/mol]
e 71 =40 InP; =2,2800 + 1,25007% [kJ/mol]
e =280 InP; =2,0157+1,32462 [kJ/mol]
e 7=100 InP; =1,9860 + 1,37101 [kJ/mol].

Az A aktivélési energidat a mért adatok alapjan A = 11,08 KJ/mol
atlagértéknek fogjuk szamitasainkban venni.

4.4.4 NUMERIKUS SZAMITASOK

Ebben a részben a 4.4.2. fejezetben levezetett (4.18) differencidlegyenletre
alkalmazzuk a mérési eredményeinket a kapillarisban a homérséklet eloszlas
meghatarozasara.

A (4.18) megoldéasat megadhatjuk a dimenziémentes 6 hémérsékletre az

0(1) = HFH=",
g'(0) = 0,

peremfeltételek figyelembevételével. Az el6z6 részben emlitett LDPE esetén
mért reologiai adatokhoz hozzavessziikk a kisérletben szereplé kapillaris

adatait:
[ = 30 mm,

Ry = 1 mm.

A numerikus szamitdsok alapjan a 160°C esetén nyert hémérséklet-eloszlast
kiilonbozo csigafordulatszamon a csiga tengelyére merdlegesen a 4.10. abran
mutatjuk be:
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1 20
465
460
455
T i a0
450 -
445 40 \
440 \
] 20 \\
T T T T T \Ih\'N\I
0,0 0.3 0.4 0.6 0% 1.0
r
4.10. abra

A peremértékfeladat megolddsara MAPLE bvp 4 programcsomag
eljardsat hasznaltunk.
novekményt a 4.5. tablazat tartalmazza a harom kiilénboz6 acél homérséklet
mellett kiilonboz6 csiga fordulatszamok esetén:

A kapillaris tengelyében szamitott homérséklet

m [rpm] | AT (160°C) [K] | AT (170°C) [K] | AT (180°C) |K]
20 2,719 2,382 2,223
40 7,492 6,341 6,976
60 13,852 13,248 15,508
80 33,226 24, 496 21, 466

4.5. tablazat

A szamitott értékek még a vizsgalt néhdny szaz s~ !-es nyiréfesziiltség esetén
is jelentosek. A hoérzékeny anyagok esetén az ilyen viszkozitasbol szarmazoé
homérsékletnovekmény silyos gyartasi problémakat okozhat.
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5 EGY NEMLINEARIS REAKCIO-DIFFUZIO PROBLE-
MA

5.1 BEVEZETES

Szamos fizikai, kémiai, biologiai folyamatban diffizié megy végbe, illetve
kémiai vagy bioldgiai reakciok reprezentalasanak pillanatnyi kolecsonhatasainal
is megtalalhaté. Egy reakcio-diffiizio problémanak a modellje az egyensulyi
allapotban az {2 C R™ halmazon jellemezhet6 a

(5.1) Apu+ f(u) =0

egyenlettel, ahol Ayu = div (|Vu|p72 Vu), p > 1 az u p-Laplace operatora, f
pedig u egy novekvd fiiggvénye, amelyre tételezziik fel, hogy

uwHu’ , w0,
5.2 s ={ v

ahol v és § valés paraméterértékek. (Megjegyezziik, hogy az itt hasznélt
gorog betiik, p és n értékek az eléz6 fejezetekben 1évEktol kiillonboznek.) Ez az
egyenlet az altalanos reakcié-diffuzié elméletében és a nemnewtoni folyadékok
targyaldsaban is megjelenik példaul Herrero és Vazquez dolgozataban [32].
Tekintsiik az (5.1) egyenlet pozitiv radidlis u = u(|z|) € Br megoldasat, ahol

Br ={z € R"| |z| < R}
és 1 <p<n.

e p = 2 esetben az (5.1) radidlis probléma megolddsat, mint egy szemi-
linearis problémat szuperlinearis és szuperkritikus kitevével Lin és Ni
[44] cikkében taldljuk meg,

e p # 2 esetben az (5.1) egyenlet megolddsdnak létezését Bognar és
Drabek a [12] cikkében illetve Yang és Xu a [69] dolgozatban mér
megvizsgaltak,

e p > 2 esetben az (5.1) egyenlet az tigynevezett lassi diffizios folyama-
tokat irja le,

e 1 <p<2esetaz (5.1) egyenlet gyors diffizids esetének felel meg.

Az (5.1) egyenlet megjelenik az Gsszenyomhaté folyadékok dramldsénak
leiréasédnél egy homogén, merev, izotrop porézus anyagon keresztiil. Az (5.1)
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egyenlet az egyensulyi allapotot irja le, amely az altaldanos folytonossagi
egyenletbdl szarmaztathato.

Ehhez hasonl6 reakcids differencidalegyenletek szamos helyen megjelennek,
mint példaul a Fisher egyenletben, amely eredetileg a bioldgiai populaciok
stirtiségi valtozasanak a lefrasara szolgdl. Sokan gy gondoljak, hogy a
reakcio-diffizio egyenletek alkalmasak arra, hogy leirjak a morphogenezis
folyamatat, illetve az allatbérok mintazatanak (példdul: zebrék csikjainak
mintézata) leirdsat a biol6gidban.

5.2 A MATEMATIKAI MODELL

Mi ebben a fejezetben a [RE13] dolgozat alapjén az (5.1) egyenletet kielégito
radidlis megoldasokat, azaz

s { P e P ) + ) =0 (0,00),
u.(0) =0 , u(0)=a>0,

kezdetiérték probléma megoldasait vizsgaljuk, ahol r = |z|. Az (5.3) atirhatd
az

(5.4) (0= 1) g "7ty + 2 [P g+ f(w)
' u.(0)=0 , u(0)=a>0,

0 , (0,00),

alakba. Az (5.1) probléma pozitiv v = u(r) radidlis megoldasa kielégiti az
(5.3) (illetve az (5.4)) kezdetiérték problémat és a > 0, u(r) > 0 teljesiil
barmely r € (0, 00) esetén, amikor lim,_, u(r) = 0.

Ebben a fejezetben ismertetjiik a [RE13] dolgozatban 1év6 eredményeinket,
ahol az volt a célunk, hogy megadjuk az (5.3) (ill. az (5.4)) kezdetiérték fela-
dat lokalis megoldasat specidlis paraméterértékek esetén. Megvizsgaljuk az
(5.4) probléma lokalis megolddsainak 1étezését és megadunk egy moddszert
a megoldas hatvanysor alakjanak felirdasara adott p, n, a, v és ¢
esetén. Osszehasonlitjuk az egzakt és hatvdnysor alakd megolddsokat és
megvizsgaljuk a hibat bizonyos specidlis paraméterértékek esetén.

5.3 PoOzZITIV MEGOLDAS MEGADASA

A porzitiv radidlisan szimmetrikus megoldasa az (5.1) egyenletnek egy olyan
u = u(r) figgvény, amely megoldja az (5.4) probléméat o > 0, u(r) > 0
barmely r € (0, 00) esetén és lim, o, u(r) = 0 is teljesiil. Feltessziik, hogy

p—l<y<p-—1
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és
o0>p—1,
ahol
~ np
b= )
n—p
tovabba a v és § kitevok kielégitik
B+1 1
5.5 y=——7-0p-1),0=7+-
(5.5) 5 (p—1) 3

egyenleteket, ahol

(5.6) Be((n—p)(p—l)ﬁ—p)’

p? P

azaz vy = (6 +1)/p' és p' = p/(p —1).
5.1. Tétel: Legyenek p, p', n, B, v, § és [ a fenti dsszefiiggésekkel adottak és

1

a = o B s
((B+1)p71) )

p = =+ (5 p\iT
(B+1) p p—1 )

Ekkor az (5.1) differencidlegyenletnek
b B
ut) =a(557)
egy megolddsa.

(A tétel bizonyitasat 2005-ben Bognar és Drabek a [12] cikkiikben adtak

meg.)
Kénnyen kiszdmithaté, hogy ilyen alakd u(r) megoldasra

1-n (,n—17,/ p—2 ! (ﬂp/abﬁ)pil / '
P (T )P ) T (b )P (n(b++) = 5+ D)

teljesiil és ezt az (5.3)-ba helyettesitve kapjuk, hogy

B+ (p=1)
B

a B0 (14 0% ) = (Bp/ab®)’ " n,

B+1)(p—1)
B (

(5.7) 1
B+ )p (Bpab®)" ™ = (Bpab?)’ " n—a & pPHIE-D),

Az a és b paraméterekre az (5.7)-bél ugyanazokat az értékeket kapjuk, mint
az 5.1. tételben adottak. Mindkét konstans p = 2 esetben kielégiti a Lin és
Ni [44] cikkében 1év6 Osszefiiggéseket és ekkor 6 = (5 + 2)/ is teljesiil.
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5.4 LOKALIS MEGOLDAS LETEZESE

Tekintsiik az (5.4) problémédt, mint egy specidlis Briot-Bouquet differencidl-
egyenlet-rendszert (lasd 2.5. fejezet).

5.2. Megjegyzés: Ha n > 1, akkor az (5.4) differencidlegyenletnek szingu-
laritasa van az r = 0 helyen.

5.3. Tétel: Bdrmely p, q, v, 0, n fentebb megadott értékek esetén az (5.4)
kezdetiérték problémdnak u(0) = o, u’(0)=0 kezdeti feltételek mellett létezik

egyértelmi; megolddsa u(r) = Q <Tﬁ> alakban a (0, A) intervallumon, ahol

A eqy kis pozitiv valds szam és Q) a

i Tl m @@ n gy,
p A+1/p" QP pa

Q/
differencidlegyenlet eqy holomorf megoldasa a zérus kézelében, amely kielégiti

a
B i LD Q) + ol =
QO =a, Q0 =L ()

kezdeti feltételeket.
A tétel bizonyitasa megtaldlhat6 a [RE3] cikkben.

5.4. Definicié: Legyen adva az 0 C C nyilt halmaz és az f : Q — C
leképezés. Az [ leképezést akkor nevezzik holomorf fiigguénynek, ha minden
zo € ) pontban létezik a kovetkezd hatdrérték:

lim — f(z) — f(Zo)‘
2—20 zZ— 20

5.5. Megjegyzés: A Briot- Bouquet tétel biztositja a tételben szerepld

2 = uy (&, 21(§), 22(8))
(58) {sézuﬂaa@L@@»,

egyenletrendszer
oo oo
2 = Zakfk €S 29 = Zbkﬁk
k=0 k=0

hatvdnysor alakid megoldasainak létezését és annak konvergencidjdt.
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5.6. Kovetkezmény: A 2.1. tételbdl kivetkezik, hogy az (5.4) kezdetiérték
probléma hatvdnysor alakid u(r) megolddsa a nulla kozelében

u(r) = ng rpik
k=0

alakiu, mely kielégiti az
kezdeti feltételeket.

5.5 LOKALIS MEGOLDAS MEGHATAROZASA

Ebben a részben elééllitjuk az (5.4) kezdetiérték feladat hatvanysor alaku
megoldasat az

(5.9) w(0) =, ¥'(0)=0
kezdeti feltételek esetén. A megoldast az
(5.10) u(r) = go + g1 77T + go P25 4

alakban keresstik » > 0 esetén a g, € R, k =0,1,2,--- egyiitthatokkal. Az
5.3. tételbol

1

i 1—p (o +a’\7 !
gJo =@ €S g1 =
P n

osszefliggések addodnak.
Tegyiik fel, hogy a, v, d, p és n paraméterekkel u(r) > 0 és u/(r) < 0 a zérus
kozelében. Mivel

/ _ %1 p 2p 2
u(r)=rpr {glp—1+g2p—1” + ...

és f(s) = s|s|P~2 pératlan fiiggvény s € R esetén, ezért

WO ) = (=gt - g -]
(5.11) ) o
= —T|:P0+P1TE+P2T(T’T1)+“'i|7

tovabba

P (e ()P ()

= Pm+ P, <n+p%1) reT + P, <n—|—%> rk(%)—l—...,
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ahol Py egytitthatokat gg-bdl (k = 0,1,2,---) fejezziik majd ki. Ezek utan
tekintsiik
_p_ 2<L) v
uw(t) = [gg—i—gl TP 4 gy T\PT +}

= Go+ Gy it 4 Gy ?5) 4

és 5
u’(t) = [go+gl rict + g, 2G50 +}

= D0+D1T%+D2T2<p%)+"'

kifejezéseket, ahol Gy és Dy (k = 1,2,3,--+) egyltthatékat is gx-bdl szér-
maztatjuk.

Visszahelyettesitve ezen Osszefiiggéseket az (5.4)-beli egyenletbe &sszeha-
sonlitjuk r azonos hatvanyainak egytitthatéit, melybol

k
(5.12) P (n+pfpl)+Gk+Dk:o, k> 0.

Alkalmazzuk a Miller formulat (Henrici [31)) a Py, G és Dy, (k=0,1,2,---)
egyiutthatok meghatarozasara a

k—1
Gr = o (k=0)v—=il1Gigry,
o
Dy = 322 [(k—3)0 —j] Dige-,
Pe = S 1k=3) (0= 1) =) gy 5

rekurziv formulakat kapjuk, ahol

p \'
Go=g¢q), Do=¢, Py= .
0 90> 0 905 0 (glp_1>

fgy az (5.12) osszefiiggésbél meg tudjuk hatdrozni a gy egytitthatdkat k > 0
esetén.

Az el6z6 elméleti eredményeket a kovetkezo példdkban szemléltetjiik
rogzitett paraméterértékek esetén.

1. Példa: Tekintsiik az (5.4) probléma megoldasat

p=2 n=5 a=23233 v=1,8 §=3
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paraméterekkel. Feladatunk, hogy az

u(r) = ng r2k
k=0

megoldasfiiggvényben megadjuk a g, egyiitthatokat a fent ismertetett
osszefiiggések segitségével. MAPLE-ben megirt programmal hataroztuk meg
az (5.12) szerint a g, egylitthatékat. A kapott eredmény:

go=2,3233, g1 =—1,7101, go=1,2047, g3 = —0,8505, g4 =0,6013, -

Tehat a
{u’r’r+§u;+u1’8+u3:0 . (0,00),

W(0)=0 , u(0)=23233,

kezdetiérték feladat hatvanysor alaku kozelité megoldasa:
u(r) = 2,3233 — 1,71017% + 1,2047r* — 0,8505r% + 0,6013r% — - - -

alakban adhaté meg.

A tovabbi példakban n, v, 0 értékeit nem valtoztatjuk csak p érték
valtozasanak hatasat vizsgaljuk. Kiszamitjuk a hatvanysor alakd megoldést
kiillonboz6 p értékek esetén (p = 1,8, 2, 2,2, 3). Az (5.4) kezdetiérték
feladat megoldasanak értékét a nullaban jeloljiik

-B
n
o= (Gim1) »

Ez az érték megegyezik az (5.1.) tételben szerepl6 a paraméterrel.

2. Példa: Tekintsiik az (5.4) problémét
p=18 n=5 a=1,7380, v=1,8, §=3
paraméterekkel. Tehat a
0, 8lup|~%%ul, 4+ Hul|~%%u, 4+ utf +ud =0, (0,00),
{ w.(0)=0 , wu(0)=1,7380,

kezdetiérték feladat hatvanysor alakt kozelité megoldésa:
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u(r) = 1,7380—0, 794r14 40, 4053258 —0, 213743240, 1145¢>75—0, 06197724 - -
alakban adhato meg.
3. Példa: Kiszamitjuk az (5.4) kezdetiérték feladat hatvanysor alaku
megoldasfiiggvényében 1évo egyiitthatokat a
p=22 n=>5 «a=3284, v=1,8 6=3

paraméterértékek esetén. A

L, 2\up |2, + 2ul %%, + u'® +u =0, (0,00),

{ u,(0)=0 , wu(0)=23,2884,

kezdetiérték feladat hatvanysor alaki MAPLE-ben irt program alka-
Imazéasaval kapott eredményiink:

u(r) = 3,2884 — 3,3458r>% + 2, 87287 — 2, 3882, + 1,9539719°0 — . ..

Ha feltessziik, hogy
u(r) >0ésu'(r) >0

a nulla kérnyezetében, akkor az (5.11)
[ (r) [l (r) = [ ()]
alakba irhaté, azaz
_ _p_ p—l
WP = ot g
= r [PO—I—PMP%4—1[’27’2ﬁ —i—] :

Ebben az esetben a Py, Gy és Dy kozti Osszefiiggés a kovetkezo:

k
Pk(n—i——pl)—l—Gk—f—Dk:O

k > 0 esetén, tovabba

p \'"
Go =gy, Do= g, Po:(glp ) :
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4. Példa: Tekintsiik az (5.4) problémat
p=3, n=4 a=121, v=9,2, 6§=12,8

paraméterekkel.
A feladat az, hogy a

megoldasfiiggvényben szamitsuk ki a g, egylitthatokat a

2wy, + 2lupluy + fu) =0, (0,00),
u.(0)=0 , u(0)=1,21,

kezdetiérték feladat esetén.
A szadmitasok elvégzése utan egy a MAPLE-ben megirt programmal az

u(r) = 2,3892 — 89, 736r"° — 861, 3251 4 73284, 7845 — ...

megoldas adddik.

5.6 AZ EGZAKT ES A LOKALIS MEGOLDASOK OSSZEHASON-
LITASA

Az el6z6 négy példdban megadtuk az (5.4) kezdetiérték feladat lokélis

megoldasait a nulla kozelében. A p, n, v és § értékeit ugy valasztottuk

meg, hogy kielégitsék az (5.5) feltételt. fgy az emlitett problémanak ezekre

a specialis értékekre létezik zart alakban el6allithaté megoldésa.

Tekintsiik az (5.4) problémét kiillonbozé p (p = 1,8, 2, 2,2) értékek esetén a

fenn emlitett n, v és § paraméterértékekre (5 = 5/6 fix paraméter mindharom

esetben). Az 5.1. tételt felhasznalva meghatarozzuk a pozitiv megoldasokat

mindharom p érték esetén.

Az 1. példaban a paraméterértékek

p=2, a=2,3233, b=0,8081, f=5/6, p'=2
és az egzakt megoldds megadhatd

0, 8081 )5/6

a(r) = 2,3233 [ —0 o
ur) =2, (0,8081+r2

alakban, amit az 5.1. abran szemléltetiink.
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3_
2,57

:51“\\
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1 b

] B

5 ﬁu“u_h,__
Q, 5 T
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o 0.5 1 1,5 2 2,5 3
r
5.1. abra

fgy lehetoséglink van arra, hogy osszehasonlitsuk az egzakt és a lokélis
megoldast. Az 5.2. abran ezen megolddsok kiilonbségét dbrazoljuk r
fliggvényében a zérus kozelében.

0,02 4
] /
4 d
Hf
] /
) zf
0,015 /
’ rs
- v
'
=) .."’-f
= A
(-f
0,011 P
a .
) Zat
J.i’
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e
- )//
0,005
- 2 A
] e
-
1 _
G T _TJ T T T T T T T T T T T T T T T L T 1
) 0,05 0,1 0,15 0.2
r
5.2. abra
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A 2. példabeli paraméterértékek:
p=1,8 a=1,7380, b=1,4275, B=5/6, p' =1,44,
melyeknél az egzakt megoldas:

1,4275 )5/6

i) — 1
u(r) = 1,7380 (1742754_701744

Az 5.3. ezt a megoldast abrazoljuk p = 1,8 esetén.

Az egzakt és a hatvanysor alakid megoldas kozti kiillonbséget az 5.4. abran
szemléltetjiik r fliggvényében a zérus kozelében.
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A 3. példaban a paraméterértékek
p=22 a=3,284, b=0,3227, 3=5/6, p =2, 64,
igy az egzakt megoldés:

0,3227 )5/6

u(r) =3,2884 | ——
u(r) = 3,288 <0,3227+T2764

alakd. Fzt a megoldast az 5.5. abran mutatjuk be.

a4+

A két megoldas kozti kiilonbséget az el6z6 példahoz hasonléan egy a
MAPLE-ben megirt programmal kaptuk. Az 5.6. &bra ezt a kiilonbséget
mutatja a zérus kozelében.

3 /
!
!
.01 5: /
A ¥
s /
el )'lr.
0,01 /
S
= f.f
,-/.
/
b A
0, 006 s
o} e
o 0,05 0,1 0.15 0.2
r
’
5.6. abra
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Az 5.7. ébra mindharom p paraméterérték esetén szemlélteti az egzakt
megoldasokat.

Iy

(=
ha
| O O U A Y Y P IO Y SO O O O O PO Y O OO |

e=2.2

e

=}

5.7. abra

5.7. Megjegyzés: A hatvdanysor alaki megolddsok az (5.5) feltétel nem tel-
jestlése esetén is elodllithatoak.

5.7 PERTURBACIO ANALIZIS

Ebben a részben a paraméterértékek valtozasanak hatasat vizsgaljuk az
(5.3) kezdetiérték probléma analitikus hatvénysor alakd megoldasaira nézve.
Kiilonboz6 p, n, v és § paraméterértékek esetén megadjuk a hatvanysor alaki
megoldasokat 1gy, hogy ebbdl a négy paraméterbol harmat rogzitiink és a
negyediket véaltoztatjuk. Minden megvizsgalt esetben szublinedris és szuper-
linedris kitevoket vettiink az f fiiggvénynél, azaz v < 1 és 0 > 1 értékeket te-
kintettiik és nem valtoztattuk a kezdetiérték probléma megoldasat a nullanal.

5.7.1 A p PARAMETER VALTOZASANAK HATASA
Rogzitjiik az n, v és 0 paramétereket a kovetkezokben:
n=3 v=08 06=2

és megadjuk a hatvanysor alaki megoldast p = 1,5, 2, 3 esetekben az 5.5.
részben leirtak alapjan. Az (5.3) kezdetiérték probléma wu,(r) megoldédsa a
héarom esetben a kovetkezo:

p=15:
uy 5(r) =2 — 1,2207r +0,6095r° — 0, 30477 + 0, 15267 — 0, 07657 + - .-
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p=2:

up(r) =2 —0,9568r* + 0,2247r* — 0,4616r° + 0,0886r° — 0,00167'% + - - -
p=3:
uz(r) = 2—0,9222r"°4+0, 11597*—0, 00867*°+0, 0004r°—0, 109- 107" 4 . .

Az 5.8. dbran ezt a harom megoldast egy koordinata-rendszerben abrazoltuk,
ahol megéllapithatjuk, hogy p értékének novekedésével a megoldasfiiggvények
meredeksége is novekszik a zérus kozelében.

0,5 —

T T T T T T 1
u] 0.1 0,2 0= r 0,5 0.6 0.7 0.2

5.8. abra

5.7.2 A § PARAMETER VALTOZASANAK HATASA
Legyenek n, v és p paraméterek adottak:
n=3 7=08 p=2

és 0 = 1, 2, 3 harom kiilonbozo értéket tekintve megadjuk a lokalis
megoldasokat a nulla kozelében.

Az us(r)-t MAPLE programmal szamitottuk ki. A hdarom esetben a
megoldasok:
0=1:

ui(r) =2 —0,6235r* + 0,05297* — 0,00187° +0,3429 - 10~ 4% + - -
0 =2:

uy(r) = 2 — 0,95687% + 0, 2247r* — 0,0462r° + 0, 00887 + - - -
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0= 3:
us(r) =2 —1,6235r% + 1,0306r* — 0,68597° + 0, 45817° + - - -

Az 5.9. édbran a ¢ véltoztatdsaval eléallitott lokélis megolddsokat szem-
1éltetjiik, ahol megallapithatjuk, hogy 0 értékének novekedésével a lokélis
megoldasok gorbéjének meredeksége is novekszik.

delta=2

delta=3

5.9. abra

5.7.3 A ~ PARAMETER VALTOZASANAK HATASA

Adottak a kovetkezo n = 3, p = 3 és 0 = 1,5 paraméterértékek, amelyeket
nem valtoztatunk ebben a részben. Most a v paramétert fogjuk véltoztatni
és megadni az (5.4) probléma megoldasat. A v értékét 0,1, 0,4 és 0,9-nek
valasztottuk. A megfelel6 v érték esetén kapott megoldasok:

v =0.1:

up1(r) =2 —0,76017"° +0,05377r% — 0,0017r*° — 0,2463 - 10~*75 —
v =0,4:

Uga(r) = 2 — 0,7839r"° +0,0588r* — 0,0014r"® — 0,1395 - 10~*r® —
v=10,9:

ugo(r) = 2 —0,8339r"° 40,0731 — 0,00147*° — 0, 1838 - 1046 — ...

Az 5.10. abréan lathatjuk az ug1(r), uea(r) és uge(r) fiiggvényeket, ahol meg-
figyelhetd, hogy a gorbék kozti eltérés rendkiviil kicsi. Tehat a megoldasok
~v-ra kevésbé érzékenyek.
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—_—————
a 0,2 0.4 0,8 0,8 1

5.7.4 AZ n PARAMETER VALTOZASANAK HATASA

Rogzitett p = 2, v = 0,8 és 0 = 2 esetén az n értékét 2, 4 és 6-nak
véalasztottuk. Az (5.3) probléma lokélis megoldasai kiillonbozé n értékek
esetén a kovetkezoek:

n=2:

us(r) =2 — 1,21197°% + 0,2184r'%% — 0,0298r° + 0,3225 - 1020/ — ...
n =4
ug(r) =2 -0, 76347°/% 40, 11227193 — 0,01217° + 0,1089 - 1072720/3 — ...
n = 6:
ug(r) = 2—0,5826r°/3 40, 0724r'%% —0,6679-10"%° 40, 5241-102720/3 —. ..

Az 5.11. dbran ez a harom megoldas lathatd, ahol n értékének novekedésével
a megoldasfiiggvények meredeksége csokken.
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6 OSSZEFOGLALAS

6.1 A DISSZERTACIO ROVID ATTEKINTESE

Az értekezés a matematika egy széles korben kutatott agaval a nemlinearis
differencidlegyenletek egy tipusaval és azok megoldasainak vizsgalataval
foglalkozik.  Tobb esetben megadtuk a megoldasok hatvanysor alaku
felirasat, és a hatvanysorban szereplo egytitthatok meghatarozasara modszert
adtunk. A dolgozatban szerepld egyenletek megoldasait konkrét példakon
keresztil abrakon is szemléltettitk. A disszertacié elsé részében az
ugynevezett hipergeometrikus fliggvények egy altalanositasanak hatvanysor
alakjat és egy harompontos peremérték feladat megoldhatésaganak feltételeit
ismertettiikk. A mésodik részben két alkalmazés talalhatd, mely nemlinearis
differencidlegyenletekbol és a hozzajuk kapcsolédd peremfeltételekbol indul
ki.

A disszertaciét az elozetesen onalldan, illetve tarsszerzokkel kozosen
készitett 15 mar megjelent cikk és a konferencidkon tartott eléadasok alapjan
allitottam Ossze. A dolgozatok koziil négy a MATHSCINET adatbézisaban
szereplé (és kett6 impakt faktorral rendelkezé) folydiratokban, hazai, illetve
kilfoldi konferencia kiadvanyokban jelent meg.

- Az értekezés elsé fejezete az irodalmi attekintés mellett a kutatds
célkitiizéseit tartalmazza.
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- A maésodik fejezetben adott a
(6.1) (y'"y) + lyl"~ly =0, p>0

nemlinedris differencidlegyenlet, melyhez y(0) = 0 , ¢/(0) = 1 kezdeti
feltételeket is tekintettitk és igy megoldasként a szinusz fliggvény egy
altalanositasa adodott. A masik megoldast, a koszinusz fliggvény egy
altalanositasat az y(0) = 1 és y'(0) = 0 kezdeti feltételek teljesiilése esetén
kaptuk.

Ha a (6.1) differencidlegyenlet bal oldaldn a masodik tag el6jelét
negativnak tekintettiik és vettitk a y(0) = 0, /(0) = 1 kezdeti feltételeket,
akkor a megoldas a szinuszhiperbolikusz fiiggvény egy altalanositasa. A
mésik megoldés egy dltaldnositott koszinuszhiperbolikusz fiiggvény az y(0) =
1 és y/(0) = 0 kezdeti feltételek teljesiilése esetén adédott.

Rovid irodalmi attekintést adtunk ezen fliggvényekrol és tobbféleképpen
megadtuk lehetséges altalanositasukat. A fliggvényeket el6allité nemlinearis
differencialegyenletek tulajdonsdgait bemutattuk, majd az igy altalanositott
hipergeometrikus fiiggvényeket hatvanysor alakban irtuk fel gy, hogy
modszert adtunk mind a négy esetben a hatvanysorban szerepl6 egytitthatok
kiszamitdsara. A kidolgozott mddszert a kovetkezd (altalanositott szinusz)
fliggvény esetén demonstraljuk:

o A 2.4. fejezetben a Briot-Bouquet tétel segitségével bebizonyitjuk a

Sp(®) = 3= a;x* P+ hatvénysor alakban 16v6 kitevé alakjat.
i=0

e A fiiggvény elaszticitasanak tulajdonsdgait felhasznalva meghatérozzuk
a differencialegyenletben 1év6 tagok elaszticitasat.

e Rekurziv képletet adunk a hatvanysorban szerepld egyiitthatokra.

A numerikus szamitasokat MAPLE-ben megirt programokkal végeztiik,
melyeket abrdkon is személéltettiink. (Ezen programok kozil kettd a
mellékletben megtaldlhatd.)

A fejezet végén egy hasonlo eljarast mutatunk be a

(6.2 (117" )+ (a — 208,/ 20)) Iy y = 0

kvazilinearis Mathieu egyenletre, ahol a és ¢q konstansok és y eleget tesz a
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kezdeti feltételeknek. Célunk a (6.2) egyenlet megolddsanak hatvanysorba
fejtése volt az

sep(z) = Zdixi(p-&-l)-i-l — dor + dya?t? + dpz®t 4.
i=0

alakban. Mddszert adtunk a dy, dy, ds, - - - egylitthatok meghatarozasara.

- A harmadik fejezetben a
(6.3) "+ e+ g(t,x) = h(t), =(0)=0, Bx=0

harompontos peremérték feladat megoldasainak létezését vizsgaltuk, ahol
(n, ) € R? paraméterek, g, h adott fiiggvények és

{ x(n) —z(7) , n#m,
Byx =

(m) , n=m.

A felirt problémat tekinthetjiikk, mint egy nemlinearis oszcillitor mozgas-
egyenletét, amely szamos mechanikai és folyadékaramlasi probléma esetén
elofordul.

Sziikséges és elégséges feltételeket adtunk meg g-re és h-ra dgy, hogy
a (6.3) feladatnak az adott feltételekkel létezzen megoldasa. Definidltuk a
feltételekhez sziikséges halmazokat és fiiggvényeket. Tobb tételben megfo-
galmaztuk a kapott eredményeket, amit be is bizonyitottunk (vagy hivatkoz-
tunk mar megjelent cikkekben talalhaté bizonyitasokra). Kiilonvalasztottuk
a homogén és az inhomogén esetet. Megvizsgaltuk a tobbszoros
megoldasok 1étezésének feltételeit. Tobb példan keresztiil szemléltettiik a
tobbszords megoldéasokat a feladatban szerepld feltételek figyelembevételével.
Megvizsgaltuk a példdkban szereplé megoldasfiiggvények szamossagat.

- A disszertacio negyedik fejezete néhany folyadék mechanikai alkalmazast
targyal: viszkozus folyadék lamindris aramlésakor fellépo hoéfejlodést kor
keresztmetszetii egyenes csében. Ez a jelenség matematikailag nemlinearis
differencidlegyenlet-rendszerrel modellezhet6.  Ezen aramlasok részletes
analizise lehetOvé teszi a megfeleld modellek értékelését és az ipari folyamatok
numerikus elorejelzését. Eros hémérsékletfiiggd viszkozitas esetén nem kivant
jelenségek léphetnek fel a gyartasi folyamatok soran. Ebben a részben egy
véges hosszisagu hengerben, allandosult nemnewtoni folyadékban 1étrejovo
viszkézus hofejlodést vizsgaltunk. A folyamatot leiré peremérték feladat
megoldasa soran megadtuk a folyadék homérséklet eloszlasat nemnewtoni,
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hatvanyfiiggvényt feltételez6 modellre. Mivel a hémérséklet emelkedését a
csO kozepén mérni nem lehet, vagy csak nagyon koltséges modon, ezért fontos
és ipari szempontbdl jelentés, hogy meg tudjuk adni az anyagban lejatszodo
folyamatok matematikai modelljét. Célunk, az volt hogy megvizsgédljuk
a homérsékletfiiggd viszkozitas hatasat a homérséklet eloszlasara. Bemu-
tattuk a BRALEN RB 03-23 tipusu alacsony strliségii polietilén alapa-
nyag reoldgiai paramétereinek kisérleti meghatarozasat és a mért értékek
ismeretében a matematikai modellel meghataroztuk az anyagban 1étrejovo
hofejlodést. Felirtuk a mozgas- és energiaegyenlet megfelelé formajat:

dP 1d -AT dv,"
4 Sl I O T i
(6.4) (dz) rdr (rne ’ ( dr )) ’

kd [ (dT\]  _ A% ( do.\""
(6.5) 0= e |:T (%)] +7e 0 <— dr)

és ehhez vettik a

v:(fo) =0, (0) =0,
T(Ro)=T, , T(0)=0

peremfeltételeket. Az egyenletek numerikus megolddasait, a kisérletben sz-
erepl6 mért értékekkel sikeriilt meghatérozni.

A mért adatokbdl kiszamitottuk a deformacidsebességet, a nyiréfesziilt-
séget, a dinamikus viszkozitdst, az aktivalasi energiat és a homérséklet
novekményt. A gyértasi technolégia szempontjabdl ez az utébbi a leg-
fontosabb. A szamitdsokat MAPLE-ben irt programokkal végeztiik.

- Szamos kémiai, fizikai, biologiai jelenséget reakcié-diffizié egyenletekkel
irhatunk le. Az értekezés otodik fejezetében egy nemlinearis reakcio-
diffizié problémat mutattunk be, melynek vizsgdltuk a matematikai mo-
delljét radidlisan szimmetrikus esetben, azaz

(66) (0= 1) Jup "y + 2 g [P )+ f(w) =0, (0,00),
' W (0)=0 , u(0)=a>0,
kezdetiérték probléma megolddsait tekintettiik, ahol r = |z| és
wWHu o, uw=0,
(6.7) fu) =
0, u<0,

ahol v és ¢ valds paraméterértékek. Megadtuk a lokalis analitikus megoldas
létezésének feltételét és meghataroztuk ezeket a megolddsokat az adott
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feltételek mellett. Moddszert adtunk a hatvanysorban szereplo egytitthatok
kiszamitasdara, majd ellenOriztiik is a mdédszer pontossagat. Ahol lehetett
osszehasonlitottuk az egzakt és lokalis megoldésokat, majd a feladatban sz-
ereplé paraméterérték valtozasanak hatasat vizsgaltuk, melyeket abrakkal
szemléltettiink. A megoldasok meghatdrozasaban tobb MAPLE-ben irt prog-
ramot hasznaltunk.

- A hatodik fejezetben megadtuk a disszertacié rovid osszefoglalasat, ki-
mondtuk a dolgozat fontosabb tételeire épiild téziseket és megfogalmaztuk a
jovobeli célkitiizéseinket.

- A hetedik fejezetben angol nyelven megadtuk a dolgozat roévid
0sszegzését.

- A nyolcadik fejezetben egy mellékletben a disszertaciéban emlitett pro-
gramok koziil példaként harmat irtunk le.

- A disszertacio végén megadtuk a publikacids jegyzéket, kiilonvéve a
konferencia kiadvanyban és a folydiratokban megjelent publikacidkat. Fel-
soroltuk a cikkekre ismert hivatkozasokat, illetve a felhasznalt irodalom jegy-
7€két.

6.2 TEZISEK
6.2.1 ALTALANOSITOTT TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

Az altalanositott trigonometrikus fiiggvényeknek az irodalomban ismert
tobbféle altalanositasat tekintettem at egészen az 1800 -as évektdl kezdodden.
A 2. fejezetben ezen fiiggvényeket kezdetiérték feladatok megoldédsaiként
definidltam. Ahhoz, hogy meg tudjam adni a megoldasok hatvanysor alakjat,
felhasznaltam az adott fliggvény elaszticitasanak fogalmaét.

1. tézis:

Megadtam egy moédszert a szinusz, koszinusz, szinusz hiperbo-
likusz, illetve koszinusz hiperbolikusz fiiggvények altalanositasanak
hatvanysor alaku el6allitasara és rekurziv 6sszefiiggéseket adtam az
azokban szerepld egyiitthatok kiszamitasara.
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Az 1. tézis alapjaul szolgdld allitasokat, megjegyzéseket, a kifejlesztett
modszert a disszertacié 2. fejezete és a [RES], [RE6], [RE7], [RES], [RE9] és
a [RE10] publikédcidk tartalmazzak.

6.2.2 HAROMPONTOS PEREMERTEK FELADAT

Tekintettem a (3.1) hdrompontos peremérték problémat, ahol a differenci-
alegyenletben szereplo g és h fiiggvényekre sziikséges és elégséges feltételt
adtam gy, hogy a (3.1) problémanak létezzen megoldasa. Tovabba specidlis
esetként tekintettem a

(6.8) "+ Asinz =0, 2(0)=0, B,x=0,
peremérték feladatot, ahol
x(n) —a(m) , n#Fm
Byx =
ZE/(TF) , =TT

Numerikus algoritmust adtam, mellyel a (6.8) feladat megoldasainak szamét
lehet reprezentdlni. A bifurkédciés diagramot FORTRAN nyelven illetve
MATLAB-ban megirt programokkal szemléltettem és a (6.8) feladat zérustél
kiilonb6z6 megoldasainak szaméat meghataroztam.

6.1. Definicié: Definidljuk a o halmazt a kovetkezoképpen:
o:={(n,\) € R*: dgy, hogy a (3.2) feladatnak létezik zérustol kilonbozé
r =x(t), t € R valds megolddsa}.

A 3.8. és 3.9. tétel, tovabba a 3.10. megjegyzés és 3.11. kovetkezmény
alapjan a kovetkezo tézist allitom fel:

2. tézis:

Megfogalmaztam és bebizonyitottam, hogy ha h € L} (R) és g¢
fliggvény teljesiti a (3.9) feltételt, akkor a

'+ X +g(t,x)=h(t) , te(0,n)
z(0)=0 , Bux=0

peremérték probléménak (n,\) ¢ o esetén létezik legaldbb egy
megoldasa. Illetve ha h € L}, (R) és g fiiggvények teljesitik a (3.10),
(3.11) és (3.12) feltételeket, akkor a

(6.9) "+ Xz + g(t,z) = h(t), z(0)=0, z(n) =x(m)
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feladatnak (7, \) € 0 esetén létezik legalabb egy megoldasa.

A 2. tézis alapjaul szolgald tételeket és bizonyitasokat a disszertacié 3. fe-
jezete, a [RE2], [RE4], [RE12] és a [RE14] publikdcick tartalmazzdk. A
megoldasfiiggvényeket és a o halmazt MATLAB-ban megirt programokkal
szemléltettem.

6.2.3 FOLYADEK MECHANIKAI ALKALMAZAS

Két alkalmazast mutatok be a disszertacid 4. és 5. fejezetében. A 4. fe-
jezetben egy folyadék mechanikai alkalmazast tanulményoztam. A folyadék
aramlasat leird jelenséget matematikailag nemlineéris differencialegyenlet-
rendszerrel modelleztem. A kisérletekben egy véges hosszusagu henger-
ben dllandésult nemnewtoni folyadékban 1étrejovo viszkozus hofejlodést ele-
meztem. A folyamatot leiré peremérték feladat megoldasa soran vizsgaltam
a folyadék homérséklet eloszlasat hatvanyfiggvényt feltételez0 modellre,
Nahme-tipusu homérséklettol fliggd viszkozitas esetén. Majd a modellt a
mért adatokkal a megfelel6 szamitasok elvégzése utdn kiértékeltem (lasd

[RE15)).

Ezen kutatasokat alapjan a kovetkezo tézist allitom fel:

3. tézis:

Nahme-tipusii hémérséklettol fiiggé viszkozitas esetén csGben
allandésult izoterm folyadékaramlast leiré (4.12)- (4.13) parcidlis
differencidlegyenlet-rendszer megoldasit visszavezettem a (4.18)
nemlinearis kozonséges differencialegyenlet peremérték feladatara,
ahonnan a cs6 keresztmetszetében kialakult hémérséklet eloszlast
numerikus madédszerrel meghataroztam. Egy konkrét LDPE anyag
esetén az anyagparamétereket mérési eredményekbdl kiszamitottam

” s

és a homérséklet eloszlast eloallitottam.

6.2.4 REAKCIO-DIFFUZIO EGYENLETEK MEGOLDASAINAK NUMERIKUS
MEGADASA

Az 5. fejezetben egy nemlinedris reakcié-diffizié problémat mutattam
be, melynek megadtam a matematikai modelljét.  Meghataroztam a

92



6. OSSZEFOGLALAS

lokélis megoldasokat és ezek létezésének feltételeit. A megoldasfiggvények
hatvanysor alakjahoz mddszert adtam a hatvanysorban szereplé egytitthatok
kiszamitasara, majd Osszehasonlitottam az egzakt és lokalis megoldasokat.
Perturbacié analizist végeztem a feladatban szereplé paraméterek értékei
esetén.

A fejezetben szerepld tételek alapjan a kovetkezo tézist allitom fel:

4. tézis:

Igazoltam, hogy az (5.4) kezdetiérték problémanak létezik
egyértelmii analitikus megoldasa a zérus kornyezetében. A
megoldasfiiggvény hatvanysor alakjaban szereplé egyiitthatdk
rekurziv kiszamitasara modszert dolgoztam ki.

Az 4. tézis alapjaul az 5.3. tétel szolgdlt. A tételt kovetkezményével egyiitt
az 5. fejezet tartalmazza. A tétel bizonyitdsa a [RE3] cikkben megtaldlhato.
A hatvanysor alaki megoldés egytitthatéira adott mddszert a disszertdcid
5.5 fejezete tartalmazza. A lokalis megoldasok meghatarozasat példakon
keresztiil szemléltettem.

6.3 TOVABBI TERVEK

Kutatasaink folytatasara tobb lehetoség is kinalkozik. Természetes
modon adodik, hogy a hipergeometrikus fliggvények tovabbi altalanositési
lehetGségeit vizsgdljuk, Edmunds és Lang 2009-ben megjelent [23]| cikke
alapjan, hiszen ezek napjainkban is tjabb és tGjabb feladatok megoldasaként
adédnak. Ezek kozil néhanyat az értekezés 2.2. fejezete mar tartal-
maz, de ilyen altalanositdsok a matematika szamos teriiletén megjelennek
(példaul a Minkowski geometridban definialt izoperimetrix esetén). Tovabbi
célkitlizéseim kozott szerepel ezeknek az 1j kutatdsi eredményeknek a fi-
gyelemmel kisérése és az adott kutatasokban valé esetleges részvétel.

A disszertacié masik témaja egy adott harompontos peremérték probléma
vizsgalata volt. Itt kiillonvalasztottuk a rezonancia és a nem rezonancia esetét
és megvizsgaltuk azt a két lehetdséget, amikor az egyenlet homogén illetve
inhomogén. A tobbszoros megoldasok keresésére algoritmust dolgoztunk ki.
Ezen irdny is tovdbbfejleszthetd, hiszen tekinthetjitk példdul (3.1) helyett a
kovetkezo peremérték feladatok hasonld vizsgalatait:
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{ (p(t)2'(t)) + Ag(t)x(t) =0 . te€(0,1)
20)=0, z(n)=z(1) , 0<n<l1

Sturm-Liouville probléma, ahol a kutatasok a p-tdl és ¢-t6l fiiggé o halmaz
megadasara is iranyulhatnak. A jovében Ossze lehetne hasonlitani a disszer-
tacioban mar megadott ¢ halmazt (ldsd 3. fejezet) az 1j feladatbeli o-mal.
Ezen feladatot nem csak a [0, 1] intervallumon vizsgélhjuk, hanem az elemzést
ki lehet terjeszteni a valés szamok halmazara is.
b)
{ (|'[P~22) + Nz|P22=0 , te(0,1)

20)=0,z(n)=2(1) , 0<n<l

Ezen feladat megoldasainak tobb aspektusbdl valo elemzése érdekes feladat-
nak kinalkozik, kiilondsen a p paraméter valtozasanak hatasa a megoldasokra
is egy jovobeli kutatasi feladat lehet.

A disszertacidban szerepelt egy folyadék mechanikai alkalmazds. A
hatvanytorvénnyel jellemezhet6 reoldgiai tulajdonsagu folyadékok kiilonbozo
mechanikai vizsgédlata a 4. fejezetbeli nemlinedris peremérték feladattol eltérd
nemlinearitassal rendelkezo 1j feladatok matematikai vizsgédlatat vetik fel.
Ennek tanulmanyozasa mar elkezd6dott, mert nem csak az altalunk vizsgalt
polimerek elemzése, hanem més reoldgiai tulajdonsagu polimerek analizalasa
is aktudlis kérdés napjainkban.
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7 SUMMARY

The topic of this thesis is the examination of certain type of nonlinear dif-
ferential equations and its solutions. These topics are widely studied in
mathematics with numerous applications. In many cases we have given the
solutions in the form of power series. We have developed a method for the
effective calculation of the coefficients to these series.

In the first part of the thesis we determined the power series expansion
of the generalized hypergeometric functions and the solution of a three-point
boundary value problem with two parameters. In the second part we de-
scribed two applications. These equations have various applications in rheo-
logical problems and reaction-diffusion systems. We determined the numeri-
cal and approximate solutions of the nonlinear differential equations to these
problems.

The dissertation is based on 15 papers published in international journals
or in conference proceedings. Some of them are joint papers, written with
one or more co-authors.

The first chapter contains an overview of the relevant scientific literature
and describes the objectives of our research.

The second chapter is focused on the

(7.1) (Y P') +yP'y=0, p>0

nonlinear differential equation. Subject to the initial conditions y(0) = 0,
y'(0) = 1, its solution is called the generalized sine function, while y(0) = 1
and ¢/(0) = 0 yields the generalized cosine one.

If we change the sign of the second term in (7.1), we obtain the generalized
hyperbolic sine function subject to the initial conditions y(0) =0, y'(0) = 1,
while the generalized hyperbolic cosine corresponds to the initial conditions
y(0) =1 and ¥/(0) = 0.

We are giving a literature review of the considered initial value problems.
We discussed the properties of those differential equations that exhibit these
functions and their solutions. We developed a method for the computation
of the coefficients of the power series of the four functions.

Our method for the case of the generalized sine function is the following:

e In Section 2.5. we use the Briot-Bouquet theorem to show the form of

o
the power series S,(z) = > a;x*PTD+L,
i=0
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e A recursive formula for the coefficients was developed. We used the
properties of the elasticity of the function to express the elasticity of
the members in the differential equation.

e The final result is a recursive formula for the determination of the
coefficients

The numerical error of the power series expansion is studied in a few
cases. We used the MAPLE computer algebra system for the numerical
computations.

At the end of the chapter we presented a similar method for the Mathieu
equation

(7.2) (1P y) +(a =208,/ (20)) lyP "y =0,

where a and ¢ are constants and the function y satisfies the pair of initial
conditions

1, ¢'(0)=0,

y(0)=0, y L.

The third chapter investigates the global existence problem of the solution
to the three-point boundary value problem

(7.3) "+ Xx +g(t,z) = h(t), x(0)=0, Bz =0,

where

{ w(n) —a(m) ,  n#Fm
B,x =
(m) , n=m.

Here (n, \) € R? are parameters, while g and h are suitable functions.

The examined problem can be considered as an equation of the motion
of a forced nonlinear oscillator.

We derived necessary and sufficient conditions for g and h to ensure the
existence of global solution to (7.3). We formulated our results in several
theorems. The homogenous and inhomogenous cases were treated separately.
Several functions and sets that occur in our theorems were defined. We stud-
ied the existence of multiple solutions, and we presented several examples of
this phenomenon.
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The topic of the fourth chapter is an application in fluid mechanics. We
studied the temperature distribution of a viscous, laminar flow in a tube.
The mathematical model of this phenomenon can be described by a system
of nonlinear partial differential equations. The viscosity of certain polymers
has a strong temperature dependence. This fact can cause serious problems
during the manufacturing process. We assumed that the non-Newtonian na-
ture of the fluid is described by the Oswald-de Wale power law model. Using
this assumption we derived the temperature distribution. Since temperature
measurement is almost impossible in the center of the tube, it is important
to develop a mathematical model for the manufacturing processes. We pre-
sented the experimental determination of the rheological parameters for a
low density polyethylene BRALEN RB 03-23. These measured quantities
allow us to develop a mathematical model, which defines the heat in the
centre of the tube. The experiments were executed in the laboratory of the
BorsodChem Zrt. in Kazincbarcika.

Using the axial symmetry, the momentum and energy equations are:

dP 1d -AT 2 dv, ™
4 el I B T
(7.4) (dz) rdr <rne ’ ( dr )) ’

kd [ (dT\] _ -aZ% ([ do,\""
) o=ta I (@) (-3

with suitable boundary conditions. We applied the experimental data for
the determination of the parameters to get the numerical solutions to the
equations (7.4) -(7.5).

A formula by Rabinowitsch was used to compute the deformation rate.
We derived the values of the shear tension and the dynamic viscosity, the
activation energy and the temperature increase from the measured data. As
far as manufacturing technology is concerned, the latter quantity is the most
significant one.

The reaction-diffusion equation can be used to describe several chemical,
biological and physical systems. In the fifth chapter of the thesis we presented
a nonlinear reaction-diffusion problem. Its mathematical model is described
by the

1—n (pn—11,7 =2 1\ _
(76) { P e P ) + fw) =00, (0,00),
u.(0)=0 , u(0)=a>0,

initial value problem. We derived conditions for the existence of local solu-
tions and determined them by power series form, namely we gave a method
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7. SUMMARY

for the calculation of the coefficients of the series. We carried out several nu-
merical experiments to check the accuracy of the series, then we performed a
perturbation analysis of the solutions with respect to the parameters of the
problem. MAPLE was used for the numerical calculations.

In the sixth chapter we summarized the results and theorems of our thesis
and we also discussed a few possible directions of future research.

The seventh chapter is an English summary of the dissertation.
At the end of the dissertation we presented a list of our publications.
It contains the articles published in international journals and conference

proceedings separately. We attache a list of our citations and a bibliography,
as well.
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8 MELLEKLETEK

Az alabbi MAPLE-ben irt programot az altalanositott szinusz fiiggvény raj-
zoldsara hasznéltuk:

restart;
al0] == 1;
b[0] == 1;
C[O] = —1;

for k from 1 to 25 do
blk] := factor((c[k —1])/((k) * (p + 1)));
alk] := factor(blk]/(k* (p+ 1)+ 1));

Alk] := factor(k = alk] — sum(A[i] xalk —i],i = 1.k — 1)) :

Blk] := factor(k * bjk] — sum(B[i] x blk — i],i = 1.k — 1)) :

Clk] := factor(p*x Alk] — (p — 1) x B[k]) :

c[;;] = factor((—1/k) % (C[k] — sum/(C[i] * c[k —i],i = 1.k — 1))) :

d:= (Pi/(1+4p))/(sin(Pi/(1+p))) :
for 5 from 10 to 20 do
1[§] := subs(p = (0.1 % j), sum(a[i] * 20 * (p + 1) +1),i = 0..25));
od :
for 7 from 10 to 20 do
print(0.1 % j);
print(eval f (subs(p = 0.1 % j,d)));
[j

plot(l]j],x = 0..(subs(p = 0.1 x j,d)),y = 0..2);
od;
with(plots) :

for 7 from 10 to 20 do

plj] == plot(l[j],x = 0..(subs(p = 0.1 % j,d)),y = 0..2) :

od :

display(p[10], p[11], p[12], p[13], p[14], p[15], p[16], p[17], p[18], p[19], p[20]);

Ezzel a programmal p = 1-t6l kezdve 2-ig 0,1 lépéskozokkel minden
egyes p érték esetén megadjuk a megfeleld 7/2 értéket, ameddig ezen
altalanositott szinusz fliggvényt ez esetben értelmeztiik. Azutdan a program
kirajzolja egyenként, majd pedig egy kozos koordindtarendszerbe ezeket a
fliggvényeket.

A masodik program a 2. fejezetben szereplé (2.13) kezdetiérték feladat
numerikus és a hatvanysor alaku kozelité megoldas kiilonbségét szemlélteti
(lasd 2.5 dbra).
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restart;
al0] == 1;
b[0] == 1;
c[0] == —1;

for k from 1 to 40 do
bk] := factor((c[k — 1])/((k) * (p + 1)));
alk] :== factor(blk]/(k* (p+1) +1));

Alk] := factor(k = alk] — sum(A[i] xalk —i],i = 1.k — 1)) :
Blk] := factor(k * blk] — sum(B[i] x blk — i],i = 1.k — 1)) :
C’l[{;k] = factorgp* Alk] — (p—1) x Blk]) :

clk] := factor(
od :
dpi := (Pi/(1+p))/(sin(Pi/(1 +p))) : simpli fy(dpi);
Ij:= 1% (sum(ali] 2 * (p+ 1) +1),i = 0..2));
with(plots) : plot((lj,x = 0..dpi),y = 0..2);
pj = plot((lj,x = 0..dpi),y =0..1) :
deq2 := dif f(y(x),22)*(diff(y(x), x1))p — 1) = —(y(z))";
init2 := y(0) =0, D(y)(0) = 1;
pk := dsolve(deq2, init2, type = numeric, range = 0..dpi,
output = listprocedure);
pkl = eval(y(x), pk);

= [0, 0J;
d := eval f(dpi);
for j from 0.001 to d by 0.001 do z[j* 1000+ 1] :=
abs(subs(z = j,1j) — pk1(j));
s:=s,[j,z[j * 1000 + 1]] : od :

1/k) * (C[k] — sum(C[i] * c[k —i],i = 1.k — 1))) :

s:=(s):
s:=s]:
plot(s);

A harmadik programot a disszertacié 5.7.1 fejezetében hasznaltuk, mikor
a p paraméter valtozasanak hatasat tanulméanyoztuk.
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restart;

alf = 2;

p=3;

delt .= 2;

gam = 0.8;

n .= 3;

beta = 3;

9[0] = al f; g[1] == ((1 = p)/p) * (((al f2 + al f4*) /) M/ ®=1));
G[0] == al f9*™; B[0] == al f**";

Pl0] := (—g[1] * (p/(p — 1)))*7Y;

for k from 1 to 6 do

Glk] := (1/(k * alf)) = sum(((k — j) * gam — j) * G[j] * g[k — j],
j=0.k—1);

BIE) = (1/(k + al))  sum(((k — ) * delt — j) x B{j] * glk — j].
j=0.k—1);

Plk] := sum(((k — j) * (p — 1) = j) * P[j] * (g[k + 1 = j])
#((k+1—74)/(g[1] * k),

j=0.k—1);

solve(—P[k] * (n + ((kxp)/(p —1))) + G[k] + B[k] = 0,

glk +1]) : glk+ 1] :

= eval f(solve(—P[k] * (n+ ((k*p)/(p —1))) + G[k] + B[k] = 0,
glk +1]));  od;

10 := 2 — .9568501880 * r? 4 .2246894964 * r* — 0.4616479504¢ — 1  rF
+0.8860093445¢ — 2 * r® — 0.1620910380e — 2 * 19 4+ 0.2876712612¢
—3 %2 —0.4990283905¢ — 4 * 4

11:=2—1.220749710 * r 4 .6095325281 * 18 — 3046774100 * r*
+.1526515630 * 2 — 0.7655983403¢

—1 %71 +0.3841663054e — 1 * r'® — 0.1928234596e — 1 * r2!;

12 := g[0] + g[1] * r1® + g[2] * 13 + g[3] * 5 + g[4] * rC + g[5] * r™-
+9[6] x 77 + g[7] + 110,

wl := plot(10,r = 0..1.1,y = 0..2) : w2 := plot(I1,r = 0..1.1,y = 0..2,
color = blue) :

w3 := plot(12,r = 0..1.1,y = 0..2, color = black) : with(plots) :
display(wl, w2, w3);
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