10.14750/ME.2015.007

MISKOLCI EGYETEM
GEPESZMERNOKI ES INFORMATIKAI KAR

Szimmetrikus stabil eloszlasok paramétereinek egy
robusztus becslési eljarasa és alkalmazasa

Doktori (PhD) értekezés

Készitette:
Csendes Csilla
okleveles kdzgazdasagi programozé matematikus

HATVANY JOZSEF INFORMATIKAI TUDOMANYOK
DOKTORI ISKOLA

Tudomdnyos témavezetd:
Dr. Fegyverneki Sandor

A doktori iskola vezetdje:
Prof. Dr. Szigeti Jend
A matematikai tudomdny kandidatusa

Miskolc
2014



Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani tudomanyos vezetémnek, Dr. Fegyverneki Sandornak, akinek szak-
mai irdnyitdsa alatt 2008-t6] fogva el6szor a Kockazatkezelés statisztikai modszerei cimii szabadon vé-
laszthat6 egyetemi kurzus, majd tudomanyos didkkori munka és a diplomamunka készités keretében dol-
goztam a doktori értekezésem témateriiletén. A PhD képzésre témavezetdm hivta fel a figyelmemet és az
0 batoritasara fogtam bele az egyetemi oklevél megszerzése utdn a kutatomunkdba. K6szonom szakmai
segitségét, a publikdciok elkészitésénél adott hasznos tandcsait, és a kutatési tervet illet6 hatdrozottsdgat,

P

mellyel az eredményre vezetd tton tartott.

Szeretném megkdszonni a Miskolci Egyetem Alkalmazott Matematikai Tanszékén és Analizis Tan-
sz€kén dolgoz6 valamennyi kolléga segitékészségét és titmutatasat, mellyel a doktoranduszi éveim alatt
tamogattik szakmai fejlédésem.

Halas vagyok a Budapesti Corvinus Egyetem Biometria és Agrarinformatika Tanszékén dolgozé volt
kollégdimnak, akikhez barmikor fordulhattam kérdéseimmel és problémdimmal. K6sz6ném a tdmoga-
tasukat, és a rengeteg biztatdst, amelyet tSliilk kaptam. Szeretném kiilon is megkoszonni Dr. Laddnyi
Mirtanak, hogy kikezdhetetlen életszeretetével és optimizmusaval mindig U4j lendiiletet tudott adni a ne-
hézségek lekiizdésére.

Ko6szonom paromnak, Bélteky Attilanak a végtelen tiirelmét és a mindennapokhoz adott erdt, amely
nélkiil a doktori értekezésem nem késziilhetett volna el. K6szonom, hogy mellettem 4llt, és tdmaszkod-
hattam a segitségére.

Ko6szonom Nagymamdamnak a gondoskodasat, és hogy egy csondes, nyugodt hely biztositdsaval le-
het&vé tette szamomra a vizsgakra vald zavartalan felkésziiléseket €s az elmélyedt munkat. Sziileimnek
kdszondm az értem hozott dldozataikat és a biztatdsukat.

Végiil, de nem utols6 sorban k6szondm bardtaimnak a kikapcsolédds vidam perceit.



Tartalomjegyzék

1.

2.

Bevezetés

A stabil eloszlasok
2.1. Egyvéltozés stabil eloszldsok . . . . . . . . . . . . . ...
2.2. Tobbvaltozos stabil eloszlasok . . . . . . . . . . L

Portfélié modellek, kockazatkezelés

A PIT paraméterbecslési eljaras

4.1. A stabil paraméterek becslése . . . . . . . . ...
4.2. Arobusztus statisztika . . . . ... L
4.3. A PIT paraméterbecslési eljards ismert eloszldstipusesetén . . . . . . . ... ... ...
4.4, PIT paraméterbecslés nem ismert eloszlastipusesetén . . . . . . . ... ... ......
4.5. A becslések kiszdmitdsdnak algoritmusa . . . . . ... ... oL
4.6. A Bfiggvények kozelitése . . . . . . . . . ..

Statisztikai vizsgalatok

5.1. Stabil eloszldsu véletlen szdmok generdldsa . . . . . . . . ... ...
5.2. A PIT paraméterbecslési modszer statisztikai vizsgalata . . . . . . ... ... ... ...
5.3. A becslések normalitdsdnak vizsgélata . . . . . . . ... ... Lo
5.4. Becslési eljardsok 6sszehasonlitdsa . . . . . . . . ... Lo

A BET részvényeinek modellezése a PIT médszerrel

6.1. A hozambecslés modelljei . . . . . .. ... .. ... ... ..
6.2. A BET hozamainak PIT becsléssel szamitott paraméterei . . . . . . ... ........
6.3. A hozamok eloszldsanak vizsgilata mozgdablakok segitségével . . . . . . . . . ... ..

A PIT becslés implementaciéja és a segédprogramok

7.1. A PIT paraméterbecslést kiszdmit6 MATLAB fiiggvények . . .. ... ... ... ...
7.2. A tortfiiggvény kozelités meghatarozasanak segédfiiggvényei . . . . . . . . . ... ...
7.3. Filggvények véletlenszamok generdldsdhoz . . . . . . . . ... ..o
7.4. A val6s arfolyamok elemzésére készitett MATLAB fiiggvények . . . . ... ... ...
7.5. A statisztikai vizsgdlatokhoz, szimuldcidkhoz készitett MATLAB fiiggvények . . . . . .

Osszefoglalas, tézisek
8.1. Osszefoglalds és javasolt kutatdsi irdnyok . . . . . .. ... ... ... .........
82. Tézisek . . . . . ..

Summary
9.1 Introduction . . . . . . . . . . . e e
9.2 Mainresults . . . . . . . e

10 Fiiggelék

10

18

26
26
28
36
39
43
48

57
57
64
69
82

86
86
89
94

97
97
99
99
101
101

104
104
106

107
107
109

110



Abrak jegyzéke

Eall ol

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

Az értékpapir-piaci €ZYenes. . . . . . . . .. .. e e e e e e e
A hatékony portf6liok halmaza kockdzatmentes befektetés lehetGsége esetén. . . . . . .
Ay és y sulyfiiggvények, a = 1ésa=2 . .. ... ... ... ... ... .. ...,
A ping-pong médszerrel meghatarozott S(a) és S2(@) skdlaparaméter gérbék n = 50

elembdl, @ = 1.2 (feliil) ésa = 1.8 (alul)esetén . . . . . . . ... ... ... ......
A ping-pong mddszerrel meghatarozott S (@) és S»(a) skdlaparaméter gorbék n = 500

elembdl, @ = 1.3 (feliil) ésa = 1.7(alul)esetén . . . . . . . ... ... ... . .....
A ping-pong mddszerrel meghatdrozott S | (@) és S, () skdlaparaméter gorbék n = 5000

elembdl, ¥ = 1.4 (felil) ésa = 1.6 (alul)esetén . . . . . .. ... ... ... ......
A ping-pong médszerrel meghatarozott S (@) és So(a) skdlaparaméter gorbék n = 500

elembdl, @ = 1.5, y = 5(feliil) ésy = 0.5 (alul)esetén . . . . . . ... ... .......
A kozelits fiiggvényértékek szordsa a B fiiggvényesetén . . . . . . . . ... ... ...
A kozelit6 fliggvényértékek szérdsa a B, fiiggvényesetén . . . . . . . . .. ... ...
A Bi(a) figgvény kozelitett értékei . . . . . . . . ... Lo
A B, (@) fiiggvény kozelitett értékei . . . . . . . ... o
A Bi(a) hibas kozelitd fiiggvénye, (m =5,n=4)eset . . ... ... ... ... ....
a = 1.5 paraméter( stabil eloszldsd hdrom dimenziés generdlt minta. . . . . . . . . . ..
a = 1.5 paraméterti két dimenzidés gombszimmetrikus generdlt minta. . . . . . . . . ..
a = 1.5 paraméterti egy dimenzids generdlt minta. . . . . . . . .. ... ... ......
a = 1.5 paraméterd két dimenzids generdlt minta. . . . . . .. ... ... L.
a = 1.3 paraméteri harom dimenziés generdlt minta. . . . . . . ... ... ... . ...
Normalitdsvizsgdlat az @ paraméterre (felsd sor: n = 50, alsé sor: n=100) . . . . . . ..
Normalitasvizsgalat az a paraméterre (felsd sor: n = 400, alsé sorn =2500) . . . . . . .
A vizsgdlt részvények napi zarddrainak alakuldsa 2004.01.01. és 2012. 12. 31. kozott . .
A vizsgalt részvények logaritmikus hozamai . . . . . . .. . ... ..o
A vizsgdlt részvények logaritmikus hozamainak gyakorisdgi hisztogramjai . . . . . . .
A becsiilt alak- és skdlaparaméterek kozotti kapcsolat . . . . . . . . ..o
Q-Q 4brak a logaritmikus hozamok empirikus eloszldsa és a normadlis eloszlds kozott . .
Q-Q 4abrak a logaritmikus hozamok empirikus eloszldsa és a becsiilt stabil eloszlas k6zott
Konfidencia intervallum normalis és stabil eloszlas alapjan - n = 50, BUX, 2004.01.01.

—2012. 12,31, o o

i

24
40

42

44

46

47
50
50
53
53
56
61
62
62
63
63
73
74
87
88
88
89
93
93



Tablazatok jegyzéke

N =

13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.
33.

A B, és B, fiiggvények értékei az @ = 1, 1.05, ...,2 alappontokban . . . . . . ... ...
A legmegfelelSbb tortfiiggvény kozelités keresése sordn vizsgalt fokszamok és alappon-

tOK . e
A kozelitések legnagyobb abszolit eltérései a szimulalt fiiggvényértékektdl . . . . . . .
A B és B, legmegfeleldbb raciondlis tortfliggvény kozelitésének egyiitthatéi . . . . . .
A PIT becslés performancidjanak jellemzéi, r=2500 . . . . . ... ... ... .....
MSE értékek r=2500 . . . . . . ..
Kovariancia matrix a hdrom becsiilt paraméterre -n =50 . . . . . . ... ... .. ...
Kovariancia matrix a hdrom becsiilt paraméterre -n =100 . . . . . ... .. ... ...
Kovariancia matrix a hdrom becsiilt paraméterre -n =400 . . . . . ... ... .. ...
Kovariancia métrix a hdrom becsiilt paraméterre -n =2500 . . . . . . . . ... .. ...
Az érvényes becslések szdma a generdlt mintdk elemszdma (n) és az @ paraméter alapjan
A meghatarozott p-értékek és a szabadsagi fokok a y paraméter egyvaltozés normalita-

sanak tesztelése sordn y? probaval . . . . . ...
A meghatdrozott p-értékek és a szabadsagi fokok a ¢ paraméter egyvaltozés normalita-

sanak tesztelése sordn y? probaval . . . . . ...
A meghatarozott p-értékek €s a szabadsagi fokok az a paraméter egyvaltozds normalita-

sanak tesztelése sordn y? probaval . . . . .. ... ..
A meghatdrozott p-értékek az @ paraméter normalitdsdnak vizsgdlatara Kolmogorov -

Smirnov prébdval . . . . . ..o
A meghatdrozott p-értékek az o paraméter normalitdsanak vizsgalatara Sarkadi prébaval

A Mardia-féle tobbvaltozos ferdeség és lapultsag teszt dontései(D), a tesztstatisztika ér-

tékeésap-€rték . . . . ...
Doornik és Hansen féle tobbvaltozds teszt eredményei (D: dontés) . . . . . . . ... ..
Becslési eljardsok osszehasonlitdsa 1. . . . . . . . .. .. oL oo
Becslési eljardsok 0sszehasonlitdsa2. . . . . . . . . . ... ...
Becslési eljardsok 0sszehasonlitdsa3. . . . . . . . ... L Lo
Becslési eljardsok 0sszehasonlitdsa4. . . . . . . . . . ... ... ...
A PIT médszerrel a logaritmikus hozamokbél szamitott & alak-, & hely- és ¥ skdlapara-

méter becslések . . . ...
A PIT médszerrel a szizalékos hozamokbél szamitott & alak-, 6 hely- és ¥ skalaparamé-

terbecslések . . . . . ...
A STABLE programmal a logaritmikus hozamokbél szamitott alak- &, ferdeségi- 33, hely-

b és skdla- ¥ paraméter becslések . . . . . ...
A hely- és skdlaparaméter robusztus és normalis eloszlas szerinti becslései a logaritmikus

hozamokbdl . . . . . . . . .
A logaritmikus hozamok illeszkedésvizsgélatira végzett y> préba p-értékei, tesztstatisz-

tika értékei és szabadsdgifokai . . . . . .. ... L Lo
A logaritmikus hozamok illeszkedésvizsgdlatara végzett Kolmogorov-Smirnov préba p-

értékei és tesztstatisztika értékei . . . .. L Lo oo
A PIT algoritmus implementacidjanak fiiggvényei . . . . . . . . ... ... ... ....
A tortfiiggvény kozelités meghatdrozdsdnak segédfiiggvényei . . . . . . . . . . ... ..
Fiiggvények véletlenszam generdldshoz (.m fajlok) . . .. ... ... ... ... . ...
A val6s arfolyamok elemzésére készitett MATLAB fiiggvények . . . . ... ... ...
A PIT becslés normalitdsvizsgélatdnak néhany MATLAB fiiggvénye . . . . . . . . . ..

ii

68

75
Tl



Jelolések listaja

A dolgozatban hasznalt jelolések.

Z . eloszldsban valé egyezés (egyenloség)

a’: T transzponalds

(u,v): az u és v vektorok skalaris szorzata, bels6 szorzat

f':az f figgvény derivéltja

*: konvoluci6 operator

||x]|: az x vektor normalja

v



1. Bevezetés

A pénziigyi modellezés kozponti kérdései a portfolié optimalizalas, a kockazatkezelés, vala-
mint a kiilonb6z6 pénziigyi termékek (derivativak) drazdsa. A portfolid kivalasztas alapmodellje
(Markowitz [48], 1952) szerint a portf6li6 hozama a portfélioban szerepl6 eszk6zok hozama-
inak sulyozott 6sszege, a portfolié kockazata pedig az eszkdzok variancidjaval mérhets. Az
optimélis portf6li6é kialakitdsdhoz sziikséges a hozamok eloszldsdnak, valamint az eszkozok
hozamai kozotti Osszefiiggési strukturanak az ismerete. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy a
hozamok eloszldsat a rendelkezésre ll6 historikus adatokbdl becsiiljiik, és ezek alapjan meg-
probéljuk a hozamokat modellezni, valamint el6rejelezni. A kockdzatkezelésben valamely koc-
kazatos eszkozbe torténd befektetés €s az eszkoz tartdsanak kockazatat mérjiik, és dltalaban csak
az extrém veszteségek el6forduldsanak valészintiségére fokuszalunk. Ekkor a hozamok elosz-
lasdnak teljes ismerete nem sziikséges, a hozameloszlds farkdnak, azaz a széls6 kvantiliseinek
minél pontosabb becslése viszont anndl inkdbb.

A pénziigyi modellezési problémdékban tehat a parametrikus modellek hasznélatahoz elen-
gedhetetlen, hogy a hozamok eloszldsat megfeleld pontossaggal, konnyen és egyszerlien hasz-
nalhat6 statisztikai eszkozokkel becsiilhessiik. A Markowitz modell a hozamok logaritmusai-
nak eltérését vizsgalja, amelyek eloszldsat normdlis eloszldstnak tételezi fel. A logaritmikus
hozamok eloszldsdnak alakuldsat sok, egymadstdl fiiggetlen, véges szordsu tényezd egyiittes ha-
tasainak tulajdonitja. Ekkor a kozponti hatareloszlas tétel értelmében a normélis eloszlas adédik
hatareloszlasként. A normadlis eloszlds haszndlata mellett sz6l, hogy az eloszlds Osszes jellem-
zGje jol ismert, rengeteg statisztikai médszer keriilt kidolgozasra a normadlis eloszldshoz, és az
Osszes statisztikai szoftvercsomag tartalmaz rutinokat az eloszlas kezelésére. Az empirikus ta-
nulmanyok azonban azt mutatjak, hogy a hozamok eloszldsdnak farka vastagabb, azaz nagyobb
valoszintiséggel kovetkeznek be extrém kilengések az drfolyamokban, mint azt a normalis el-
oszlés alapjan varnank, valamint a hozameloszlas csicsosabb is.

Ennek a jelenségnek a megragaddsira az 1960-as évektdl szamos vastag-farku (heavy -
tailed) eloszlést vizsgdltak meg, koztiik a stabil eloszlast (Mandelbrot [45], Fama [14], [15],
[16]). A kutatdsok alapjan a stabil eloszldsok megfelelden leirjdk az extrém esetek magasabb
valészindiségli bekovetkezését, illetve a hozamok aszimmetridja (ferdesége) is modellezhetd se-
gitségiikkel. A stabil eloszldsok csalddjat Levy [40] irta le fiiggetlen valdszintiségi valtozok
0sszegzEésébdl adddod valtozok hatdreloszlasait vizsgdld tanulmanyaban a XX. szdzad elején.
Az eloszlascsalad elnevezése onnan ered, hogy stabil valosziniiségi valtozokat Osszegezve egy
skalazo €s egy centrdl6 konstanstdl eltekintve ismét stabil valdszinliségi valtozot kapunk. A sta-
bil eloszldsok természetes altaldnositdsat adjdk a normélis eloszlasnak (mely 6nmaga is a stabil
eloszlascsalad tagja) az dltaldnositott centrélis hatdreloszlas tétel alapjan, melyben elhagyva
az Osszegzendd valtozok 1étezd véges szordsara vonatkozo feltételt, hatareloszlasként a stabil
eloszlascsalad adédik. Ez a probléma a vonzasi tartomdany probléma, mely részletes leirdsa ta-
lalhat6 Gnedenko és Kolmogorov [25], Petrov[65] és Feller [21] munkdiban.

A stabil eloszldscsaldd tehdt fontos matematikai statisztikai szereppel rendelkezik, viszont
gyakorlati alkalmazdsokban nehezen hasznalhat6. Bar mar az 1960-as években felmeriilt a le-
het&sége az eloszldscsaldd hasznélatdnak, mégsem tudott széles korben elterjedni, részben az
alkalmazast nehezitd tulajdonsagok, részben a végtelen szordsnégyzet tulajdonsdga miatt. Sza-
mos szerzd azért veti el a stabil eloszldsokat, mert a gyakorlatban nehezen értelmezhetd a ho-
zamok eloszldsdnak végtelen szordsa. A masik tényezd, ami problémét okoz, az ismeretlen zart
alaku altaldnos strdiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény. A stabil eloszldsokat a karakterisztikus



fliggvény segitségével lehetséges leirni, amely kiillonb6z6 parametrizdciokban adott (Uchaikin
€s Zolotarev [79]). A parametriziciokbol adodoé eltérések kordbban félreértéseket is eredmé-
nyeztek. A parametrizdciokban ko6zos, hogy egy dltaldnos stabil eloszlds négy paraméter (
karakterisztikus kitevs, 8 aszimmetria vagy ferdeségi, y skdla-, €s ¢ helyparaméter) segitségé-
vel irhato le.

Matematikai statisztikai szempontbdl a nem 1étez6 szordsnégyzet, a nem 1étezd magasabb
rendi momentumok, valamint az ismeretlen zart alaku stirliségfiiggvény azt eredményezi, hogy
a paraméterbecslésre leggyakrabban hasznilt momentumok médszere €s a maximum likelihood
modszer nem alkalmazhat6 kozvetleniil. A stiriségfiiggvény numerikusan kozelithet6, de ennek
szamitasi igénye nagyon jelentSs, az eljarasok implementédldsa bonyolult. A sorfejtéssel adott
un. integrél reprezentacidban felirt eloszlas és stirliségfiiggvény értékeinek pontos kiszamitasa-
hoz a formula nagy szdmu tagjanak kiértékelésére van sziikség, azaz a formula konvergencidja
nagyon lassu.

Kutatdsom célja olyan numerikus statisztikai eljaras kifejlesztése volt, amelynek segitségé-
vel a stabil eloszldsok paraméterbecslési feladata nagy pontossaggal, szamitasi igényt tekintve
gyorsan és egyszertien megoldhat6. A stabil eloszlasbdl szarmazé mintdk paraméterbecslésé-
hez a fenti tulajdonsdgok miatt mer6ben Gj mddszerekre van sziikség. Az dltalam bemutatott
paraméterbecslési eljards a robusztus statisztikdban hasznalt M-becslések (maximum likeliho-
od tipusu becslések) kozé tartozik. Az 0j eljaras a hely- és skdlaparaméter egyiittes M-becslésén
alapszik. A szakirodalomban ismert szdmos paraméterbecslési eljardssal szemben az tj médszer
megbizhat6 eredményt ad, gyors, és egyszerlien implementédlhaté.

A robusztus statisztika célja olyan eljarasok létrehozdsa, amelyek kevésbé érzékenyek az
adatok kisebb mértéki kerekitési hibdibol, vagy akar a feltételezett modell-eloszlastdl vald je-
lentds, durva hibakbol eredd eltérésekre. A robusztus eljardsok segitségével csokkenthet6 az
outlierek, azaz kiugré értékek hatdsa a becslésekre, valamint a hatdsfiiggvény koncepcidjaval
lehetévé valik, hogy egy-egy kiugrd érték becslésre gyakorolt hatdsat mérjiik. Tovabba a ka-
tasztréfapont fogalméanak bevezetésével meghatarozhatd, hogy egy adott becslési eljards mek-
kora mértéki hibds megfigyelés esetén tud még mindig megbizhaté eredményt adni. A robusz-
tus statisztika a paraméteres és a nemparaméteres statisztikai eljardsok kozort helyezhetd el,
mivel nem egy konkrét paraméteres modellben gondolkodik, hanem a modell eloszlés egy tet-
szblegesen kicsi kornyezetét vizsgalja. A robusztus statisztikdban egy eljards josagat kiilonbozo
robusztus (V-robusztus, B-robusztus, kvalitativ robusztus) tulajdonsdgokkal mérik. A legfon-
tosabb eredményeket a robusztus statisztika témakorében Huber [32] és Hampel et al. [27]
foglaltdk 0ssze 1981-ben, illetve 1986-ban megjelent konyveikben.

Az daltalam bemutatott becslési eljards rendelkezik a V-robusztus, B-robusztus, kvalitativ
robusztus tulajdonsdgokkal. A becslési eljaras tdmaszkodik bizonyos fiiggvények ismeretére,
amely fiiggvényeket el6zetesen raciondlis tortfiiggvénnyel kozelitettem. Ezeknek a fiiggvények-
nek a kozelitése iddigényes szamitdsokon, nagy mintds véletlenszdm generdldson alapszik, vi-
szont elegendd volt csak egyszer elvégezni a kozelitést. A kozelités haszndlata lehetové teszi
az algoritmus gyorsitasat is. A becslési eljards a bemutatott algoritmus €s kozelitd fiiggvények
alapjdn tetszdleges programozasi nyelven implementalhat6.

A feltételezetten stabil eloszldst hozamok paraméterbecslésével lehet6vé vilik a kockdzat-
kezelésben az 1990-es évektdl kezdddben elbszeretettel hasznalt kockaztatott érték (Value -at-
Risk, VaR) és varhat6 veszteség (Expected Shortfall, ES vagy feltételes VaR, CVaR) mutaték
meghatdrozdsa. Valamint a paraméterek becslésével konfidenciaintervallumot konstrudlhatunk



a hozamok eloszlasara, amely korldtozott elrejelzési lehetdséget is biztosit. A portfélié opti-
malizélési feladat megolddsdban is hasznos eszkoz lehet a bemutatott eljards, valamint termé-
szetesen a pénziigyi teriileteken kiviil is hasznalhat6 stabil eloszlasu mintdk vizsgalatara.

A stabil eloszldsok pénziigyi modellezésben val6 alkalmazdsa mara széles korben elfogadot-
ta valt a gyakorlati szakemberek szdmara. A szamitogépek novekvd szamitdsi kapacitdsai, va-
lamint az jabb és ujabb algoritmusok révén valddi alternativét jelenthet a stabil eloszldscsalad
haszndlata a normadlis eloszldssal szemben. A szakteriilet korai eredményeinek Osszefoglaldsa
taldlhat6 Press [66] 1972-es konyvében, a témdban sziiletett djabb eredményeket is Osszefog-
lal6 kézikonyvek, tanulmanyok a 2000-es évekbdl tobbek kozott Adler, Feldman és Taqqu [3],
Bradley és Taqqu [6], Rachev [68], Rachev €s Mittnik [69].

A dolgozatom felépitése a kovetkezd. A 2. fejezetben a stabil eloszldsok alapvetd jellem-
z06ir6l, statisztikai modellezésben jatszott szerepérdl, kedvezd és kedvezdtlen tulajdonsdgairdl
sz0lok részletesebben. A stabil eloszldsokrdl sz6l6 rész kidolgozasdban nagyon hasznos kony-
vek és monografidk voltak Zolotarev [84], Uchaikin és Zolotarev [79], valamint Samorodnitsky
és Taqqu [71].

A 3. fejezet roviden attekinti a legfontosabb pénziigyi, kozgazdasdgtani elméleteket, ame-
lyek a modern pénziigytan alapjait képzik, és amely modelleknek mindegyikének van stabil
eloszlasokat feltételezd véltozata, kiterjesztése. A dolgozatom ezen attekintd fejezetét részben
a Stabil portf6lié analizis ciml Tudomanyos Didkkori dolgozatom [S12] alapjin készitettem,
amelyben a hatékony portfolidk kivalasztdsanak modelljei szakirodalmét dolgoztam fel, és ame-
lyért 2009-ben az Orszdgos Tudomdnyos Didkkori Konferencian az Informatika tudoményag,
Gazdasdgtudomanyi alkalmazasok szekcidjaban Debrecenben Kiilondijat nyertem.

A 4. fejezet 4.1 szakaszaban a szakirodalomban ismert paraméterbecslési eljarasokat muta-
tom be kiilonos tekintettel a modszerek hidnyossdgaira, hibdira. Az eloszlds farkdnak aszimpto-
tikus Pareto tulajdonsdgara épiilnek a farokindex becslések (Csorgd [9], Csorgd és Viharos [10],
Hall [26], Hill [31], Szeidl [77], Viharos [80]), kvantiliseken alapul6 becsléseket dolgozott ki
Fama és Roll [17], [18] , illetve McCulloch [50], a stirtiségfiiggvény numerikus Fast Fourier
Transform algoritmussal torténd integrdldsan keresztiil a Maximum likelihood mddszert alkal-
mazza Nolan [55], a karakterisztikus fliggvényen alapul6 becsléseket mutatott be Press [66], a
karakterisztikus fiiggvény segitségével definidlt regressziés modszert mutatott be Koutrouvelis
[39], majd a médszer javitasat Kogon és Williams [38]. A legfrissebb tanulményok koziil Ba-
yes statisztikai megkozelitést alkalmazott Garcia et. al [24], valamint paraméterbecsléshez és
eldrejelzéshez vezette le stabil eloszldsok tortmomentumainak formuldit Matsui és Pawlas [49].

A robusztus statisztika azon eredményeirdl sz6l a 4.2. szakasz, amelyekre tdimaszkodtam az
Uj mddszer kidolgozasandl. Ebben a fejezetben keriilnek kifejtésre a hatasfiiggvényen alapuld
megkozelités robusztus statisztikai mér6szdmai €s a katasztréfapont fogalma. Tovabba Ossze-
foglaltam az M-becslésekkel kapcsolatos tételeket, ismert eredményeket. Az M-becslésekkel
kapcsolatos fontos eredmény, hogy aszimptotikusan normélis eloszldsuak. A hely- és skédlapa-
raméter egylittes M-becslésének aszimptotikus eloszldsanak kovariancia métrixa szintén meg-
adhat6 (Hampel et al. [27], Fegyverneki [19]).

A 4.3. szakasz a hely- és skdlaparaméter egyiittes M-becslését irja le abban az esetben, ha
a modelleloszlas tipusa ismert, azaz stabil eloszldsok esetében az @ alakparamétert ismerjiik.
A 4.4. szakaszban részletesen bemutatdsra keriil a kidolgozott 4j statisztikai mdédszer, amely a
stabil «, y és 0 paraméterek egyiittes (egyidejli) becslését teszi lehet6vé. Az eljaras a Probabi-
lity Integral Transformation (PIT) technikat haszndlja. A mdédszer szimmetrikus (8 = 0) stabil



eloszlas feltételezése mellett haszndlhaté. A szakaszban megadom az eljaras algoritmusét, és az
eljarasra vonatkozo tulajdonsdgokat. Az j eredményt a sajat munkdk kozott hivatkozott Csen-
des [S1] dolgozat alapjan mutatom be.

A 4.6. szakasz a becslési eljaras alkalmazdsat lehetdvé tevd numerikus kozelitések meg-
hatdrozdsanak 1épéseit mutatja be. A raciondlis tortfliggvény kozelités meghatdrozdsahoz nagy
szamu stabil eloszl4dsbdl szdrmazd véletlen szdm generdldsira volt sziikség. Tetsz6leges para-
méter( stabil eloszlasu valtozok generdldsdhoz haszndlhaté a Zolotarev [84] dltal bemutatott
formula. A generdlt stabil véletlenszamok segitségével a kozelitendd fiiggvények értékeit bizo-
nyos alappontokban meghataroztam, és az alappontokbdl linedris egyenletrendszert irtam fel. A
linedris egyenletrendszer megolddsaval megkaptam a raciondlis tortfiiggvények egyiitthatait.

Az 5. fejezet 0sszefoglalja a statisztikai vizsgalat eredményeit, amelyet az i) mddszer haté-
konysagdnak, megbizhatosaganak értékelésére végeztem. A stabil eloszlasu véletlenszam gene-
ralas formuldit a fejezet 5.1. szakasza tartalmazza. Egy altalanos stabil eloszldsu véletlenszam
generdldsara az eloszlascsaldd XX. szdzad elején tortént definidldsa utdn még hosszu ideig nem
allt rendelkezésre megfeleld képlet. Az eloszlasfiiggvény inverzén alapuld klasszikus médszer
nem hasznélhatd, mert hasonl6an az eloszlasfiiggvényhez, annak inverze sem ismert zart alak-
ban. A problémadra Chambers et al. [8] adtak 1976-ban el6szor formuléat. Ennek a formuldnak
egy modositott valtozatat mutatta be Zolotarev [84]. Ez ut6bbi formulat hasznaltam a statisztikai
vizsgdlatokban véletlen szamok generdldsara.

A bemutatott PIT becslési mddszer hatékonysagat, pontossagit, az egyes paraméterek becs-
1ése1 kozotti Osszefiiggést Monte-Carlo szimulécids vizsgalat segitségével értékeltem. Az 5.2.
szakaszban a szimuléci6 sorozat jellemzdit, €s a vizsgalatok eredményeit foglaltam Ossze.

A PIT becslés aszimptotikus eloszldsdnak tesztelésére a statisztikai vizsgélat szimulacioi so-
rdn kapott becslésekbdl mintdkat allitottam 6ssze, €s a becslések egyvaltozos, valamint tobbval-
tozos, egylittes normalitdsat teszteltem kiillonboz6 illeszkedésvizsgélat (normalitds) tesztekkel.
A tesztek eredményeit és a kovetkeztetéseimet az 5.3. szakaszban foglaltam Ossze. A hely-és
skalaparaméter egyiittes becslésére ismert elméleti eredmény, amely szerint az egyiittes elosz-
las normalis, ismert kovariancia matrixszal. A normalitasvizsgalat célja tehdt hasonl6é eredmény
empirikus kimutatdsa volt a harom stabil paraméter becslése esetén.

Az 1) mddszer pontossdgat a szakirodalomban ismert paraméterbecslési eljarasokkal is 0ssze-
vetettem a Weron [81] szimuldcids tanulmanyaban kozolt eredmények alapjan. Az ismert méd-
szerek és az altalam bemutatott paraméterbecslési eljards pontossdgdban nem mutatkozott je-
lentds eltérés, nagyjabol azonosnak tekintheté a mdédszerek pontossdga. A statisztikai vizsgalat
eredményeit a dolgozatom 5.4. szakasza tartalmazza, amelyeket a Csendes és Fegyverneki [S2]
tanulmany alapjan mutatok be.

A 6. fejezet az 1j paraméterbecslési eljaras valds adatokon torténd alkalmazdsdval kapott
eredményeket tartalmazza. Az elemzésben a Budapesti Ertéktézsde (BET) legjelentGsebb, ve-
zetd részvényeinek napi zdrddrainak arfolyamvaltozdsait modelleztem. A becsiilt paraméterek
alapjan illeszkedés vizsgélatot végeztem a becsiilt stabil eloszldshoz képest és a normilis el-
oszlashoz képest Kolmogorov-Smirnov, valamint y? tesztekkel. Az eredmények alapjén a napi
zardar adatokat egyértelmiien jobban leirta a becsiilt paraméterekkel rendelkezd stabil eloszlas,
mint a normalis. Meghatdroztam a paraméterek alapjan a 95%-os megbizhatésagi szinthez tar-
toz6 konfidenciaintervallumokat. Az elemzés eredményeit a Szigma cimi folyéiratban magyar
nyelven publikélt Csendes [S3] dolgozatban foglaltam Ossze.

A hazai szakirodalomban is megtaldlhat6ak azok a dolgozatok, amelyek stabil eloszlasok



kockazatkezelésben, arfolyamvaltozasok modellezésében val6 alkalmazasaval foglalkoznak, pél-
ddul a Palagyi[63], Paldgyi [64], Lukécs [43], valamint Lux és Varga [44] publikdciok.

A 7. fejezetben rovid éttekintést adok a PIT becslési eljarast megvalosité programrol, és a
szimulaciokat, a tortfliggvény kozelités elvégzését, a részvény arfolyamok elemzését lehetové
tévo segédprogramokrol is. A programokat a MATLAB szoftvercsomag segitségével készitet-
tem. Az elkésziilt programokat MATLAB féjlokként (.m fajlok) dolgozatomhoz mellékeltem.

A 8. fejezet a dolgozat eredményeit Osszegzi, és kijeldli a tovabbi kutatdsi irdnyokat, bemu-
tatja a lehetséges tovabbfejlesztési lehetdségeket.



2. A stabil eloszlasok

2.1. Egyvaltozos stabil eloszlasok

A stabil eloszlasok csalddjanak pontos definidlasat P. Levy [40] végezte el. Dolgozatiban
fliggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi véltozok Osszegeit tanulmdanyozta, és konvergencia
tételeket bizonyitott az Osszegekre. Az eloszldscsaldd matematikai statisztikai jelent6ségét az
adja, hogy a centrdlis hatdreloszlas tétel dltalanositdsaként ad6dé vonzasi tartomédny (domain
of attraction) probléma lehetséges megoldasat kizardlag ez a csaldd tartalmazhatja. A vonzasi
tartomany probléméban az 0sszegzett valtozok fiiggetlenek, azonos eloszlasuak, de a szdrds-
négyzetik nem véges. Ezért a stabil eloszlasok az dltalanositott centralis hatareloszlas tétel
alapjan a normalis eloszlas altaldnositasat adjik.

A stabil eloszlasok részletes leirdsa taldlhaté Gnedenko és Kolmogorov [25], Feller [21],
Uchaikin és Zolotarev [79], valamint Samorodnitsky és Taqqu [71] munkdiban. A vonzasi tar-
tomany problémaét a Statisztikai Enciklopédia alapjin ismertetem.

1. Definicié. Legyenek Xy, X, ... fiiggetlen, azonos eloszldsu valosziniiségi valtozok. Legyen X
valosziniiségi viltozo. Ekkor ha léteznek b(n) és g(n) konstansok iigy hogy

i1 Xi
b(n)

ahol — eloszldsbeli konvergencidt jelol, akkor azt mondjuk, X vonzza X, -et.

-g(n) — X, (1)

Azoknak a valdésziniiségi valtozoknak az Osszességét, amelyeket X vonz, X vonzdsi tarto-
manyénak nevezziik. Legyen X és X eloszlasfiiggvénye F és G. Ekkor gyakran azt mondjuk, G
vonzza F-et, és azoknak az eloszlasfiiggvényeknek az 0sszességét, amelyeket G vonz, G von-

zasi tartomdnyédnak nevezziik. A stabil eloszldsok elmélete lehetdvé teszi, hogy leirjuk azokat
az eloszldsokat, amelyek nem iires vonzasi tartomannyal rendelkeznek.

2. Definicié. Egy X valdsziniiségi vdltozot stabilnak neveziink, ha minden n-re léteznek olyan

X1, Xo, ..., X, fiiggetlen valosziniiségi vdltozok, melyeknek kozos az eloszldsa, és amely eloszlds
megegyezik X eloszldsdval, tovdbbd léteznek olyan e(n) és a(n) konstansok, 1igy hogy
i1 Xi
—e(n) ()
a(n)

eloszldsa megegyezik X eloszldsdval.

A definiciéban e(n) centrald, a(n) skélazé szerepet tolt be. Az alapvet6 eredmény a stabil elosz-
lasokrdl a kovetkezo.

1. Tétel. Egy X valosziniiségi vdltozo vonzdsi tartomdnya akkor és csak akkor nem iires, ha X
stabil.

A centrdlis hatdreloszlds tételbdl tudjuk, hogy egy X; valdszinliségi valtozd, amely véges
szorasnégyzettel rendelkezik, a normadlis eloszlds vonzdsi tartomanydaba tartozik. Ha az 1. de-
finiciéban b(n) = n'/?>-nek vélasztjuk, akkor a b(n)-nel valé normalizalést feltételezve vizsgal-
hatjuk azt a kérdést, hogy mely valdszinliségi valtozok tartoznak a normadlis eloszlds vonzasi
tartomanyaba. Ekkor arra az eredményre jutunk, hogy csakis a véges szérdsnégyzettel rendel-
kez$ eloszldsok tartoznak a tartomanyba. Masrészt ha b(n)-et szabadabban valaszthatjuk meg,
akkor a normalis eloszlashoz tarté eloszldsok kore szélesebb.



2. Tétel. Az X1, X>, ... fiiggetlen, azonos eloszldsu vdltozok

n
i=1 X —a,

Zn =
by,

normalizdlt dsszegének F(x) eloszldsfiiggvénye valamilyen a, és b, > 0 esetén a normadlis el-
oszldshoz tart akkor és csak akkor, ha

y>x

2 [ dF(y)

i
e Y AF(Q)

Ha megvizsgéljuk a (2) formulét, azt kapjuk, hogy a(n) csakis a(n) = cn® alaku lehet, ahol
0 < a <2,c>0.Itt @ a stabil eloszlas stabilitasi indexét jeloli. Ez azt mutatja, hogy b(n) = n®
megfelel6 normalizélds lehet az « index{i stabil eloszlasok esetében az (1) formula szerint. Ha
(1) teljesiil ilyen b(n)-re, akkor azt mondjuk, X; a stabil eloszlds normalis vonzasi tartoma-
nydban van. Mdr lattuk a normaélis eloszlds vonzasi tartomdnyéndl, hogy egy X; valdszintiségi
valtozé benne lehet egy X valtozé vonzasi tartomanyaban anélkiil, hogy benne lenne az X val-
toz6 normélis vonzdsi tartomédnydban.

3. Definicié. Egy L : (0, 00) — (0, 00) fiiggvényt lassan vdltozo fiiggvénynek neveziink (co-ben),

ha minden a > 0-ra
L(ax)

1m =
v L(x)

3. Tétel. Az F eloszlds az a-stabil eloszlds vonzdsi tartomdnydhoz tartozik 0 < a < 2 esetén
akkor és csak akkor, ha léteznek olyan C_ > 0 és C, > 0 szdmok, hogy fenndlljon valamilyen
L(u), u > 0 lassan vdltozo fiiggvény és u — oo mellett

F(-u) = (C_ + o(1))u""L(u),

1 — F(u) = (Cy + o(1)u*L(u).

Elképzelhetd, hogy a két eloszlasfarok koziil csak az egyik 1étezik.

A vonzési tartomdnyok elmélete fontos gyakorlati alkalmazasi feladatokban is szerepet kap.
Egy véletlen jelenséget gyakran modelleziink normalis valdszintiségi valtozokkal, azzal a meg-
gondoldssal, hogy a jelenség amelyet vizsgalunk, sok fiiggetlen, kozel azonos eloszldsi mennyi-
ség Osszegzésébdl adodik. Azonban ez az érvelés nem igaz, ha nem akarjuk feltenni, hogy a
mennyiségek eloszldsa véges szérasnégyzettel rendelkezik. Ekkor a vonzasi tartomanyok elmé-
lete szerint a jelenséget modellezhetjilk nem normalis stabil véltozéval. Ha feltételezziik egy
ésszerl kozelitésként, hogy az Osszegzett mennyiségek azonos eloszldsuak, akkor az egyetlen
megengedhetd eloszlas amelyet ebbdl a fajta 6sszegzésbdl szarmazo jelenség leirdsara haszndal-
hatunk, egy stabil eloszlds. A gazdasagi jelenségek stabil eloszlasokkal valé modellezésének
emiatt béséges szakirodalma van.

A stabil eloszlasoknak egy mdésfajta definicidja is adhatd, amely a stabilitdsi tulajdonsigot
irja le: ha stabil eloszlasu valtozokat 0sszegziink, az ismét stabil eloszldsu véltozo lesz, tehét az
eloszlas tipusa véltozatlan marad. Innen ered a stabil elnevezés.



4. Definicié. Két valosziniiségi viltozo, X és Y azonos eloszldstipusi, ha léteznek A > 0 és
B € R konstansok, hogy

X 2 AY + B,
és 2 eloszldsban vals egyenloséget jeloli.

5. Definicid. (Tdgabb értelmezés) Egy X valosziniiségi vdltozot stabilnak neveziink, ha X, és
X, fiiggetlen, X eloszldsdval azonos eloszldsi valosziniiségi vdltozok, és tetszbleges A, B kons-
tansra fenndll

AX, + BX, 2CX + D, 3)
ahol C = C(A, B) és D = D(A, B) valds szdmok.

6. Definicio. Egy valosziniiségi vdltozo szigorian stabil, vagy szitkebb értelemben stabil, ha
YA, B esetén D = 0.

7. Definicié. Egy valdsziniiségi vdltozo szimmetrikus stabil, ha stabil, és szimmetrikus az elosz-
. o D
ldsa O koriil, azaz X = —X.

Az a = 2 stabilitasi index{ a-stabil eloszlds a normdlis eloszlds, mig az @ = 1 stabilitdsi
indexii eloszlas a Cauchy eloszlas. Ezek a specidlis eloszlasok tehat a stabil eloszlasok csa-
ladjanak tagjai. Az éltalanos stabil stirliségfiiggvénynek €s az eloszlasfiiggvénynek ezektdl a
specidlis esetektSl! eltekintve nem ismert zart alakja. A strtiségfiiggvény integral reprezentéci-
6val adhaté meg, amely a karakterisztikus fliggvénybdl levezethetd.

A karakterisztikus fliggvény négy paraméter segitségével ir le egy dltaldnos stabil eloszlast,

ezek
e a0 < a < 2 karakterisztikus kitevd (stabilitasi index, farok index),
e a—1 < B <1 ferdeségi (aszimmetria) paraméter
e a7y > 0 skdlaparaméter
e a0 € R helyparaméter.

A karakterisztikus fiiggvény segitségével megfelelden jol leirhatok az eloszldscsalad tagjai.
A stabil eloszldsoknak kiilonféle parametrizacioi 1€teznek, azaz a négy paraméter segitségével
tobbféleképpen is felirhat6 a karakterisztikus fiiggvény. A szakirodalomban kordbban a nem
egységes megadds miatt tobb félreértés is adddott. A kiillonb6z6 parametrizaciok azért alakul-
tak ki, mert mig egyes parametriziciok algebrailag egyszer(ibbek, jobban kezelhetSk elméleti
bizonyitdsokndl, addig mds parametrizdciok az alkalmazasok szempontjdbol rendelkeznek jobb
tulajdonsdgokkal. Az itt megadott karakterisztikus fiiggvény el6nye, hogy mind a négy paramé-
terben folytonos.

Legyen X ~ S(a,p,v,0) stabil eloszlasu valdszintiségi viltozé a fenti paraméterekkel. Ek-
kor az X valtoz6 karakterisztikus fiiggvénye:

exp (=y*I*[1 = iB tan(F)(sign)((YIt)' ™ = D] +idt), a # 1,

exp (—ylf[1 — iB2(signt)(In |¢] + Iny)] + id1), =1 4)

Eexp (itX) = {

Ismert tovdbbd az @ = 1.5 index(i, aszimmetrikus Levy eloszlds siiriiség- és eloszlasfiiggvénye.



A stabil eloszldsok szimmetrikusak a nulla koriil, ha 8 = 0 és 6 = 0. Ebben az esetben
X ~ S8(a,0,v,0) karakterisztikus fiiggvényének egyszeriibb alakja:

(1) = 71", ®)

Uchaikin és Zolotarev [79] megadja kiilonbozd stabil eloszldsok (szigorian stabil, ferde,
szimmetrikus, stb.) esetén a stiriségfiiggvényt, amely a karakterisztikus fiiggvénybdl vezethetd
le. Szigordan stabil eloszldsok esetén a karakterisztikus fliggvény logaritmusédnak alakja az tn.
C parametrizaci6 szerint:

In gc(k; a, 0, ) = —Ak|" exp{—iad(r/2)signk},

ahol
0<a<2,0 <6, =min{a,2 - al, A>0.

Ha A = 1, akkor az egyszeriibb g€ (k; @, ) jelolést hasznaljuk. A siiriségfiiggvény ekkor

g(x;a,8) = 2m)~! f e ®o(k;a, 8)dk = 'R f exp{—ikx} exp{—k®e ") dk.
o 0
A 6 = 0 behelyettesitésével kapjuk a szimmetrikus esetet:

1 (o)
q(x; @,0) = - f e cos(kx)dk, (6)
0

Vegyiik a cos fliggvény sorfejtését, és a t = k helyettesités utdn

e (TN ED e
g(x:@,0) = 7 ‘fo ;M(kx)z e dk = (7)

o0 1y -
— (ﬂ(l’)_l ( ) x2m e—tt(2m+l)/a/—ldt — (8)
Ziamt™ J,

— 2m)! a

= (ma) €))

A sor konvergens @ > 1 esetén. @ = 2 esetén
q(x;2,0) = 2 V)~ exp{-x°/4},
azaz a normdlis eloszlast kapjuk, mig @ = 1 esetén

c 1
5 1’ O = - —x*)" = ’
g(x:1,0) = 7 mZ:O< =
azaz a Cauchy eloszlast kapjuk.
A szimmetrikus stabil eloszlasfiiggvény a (7) formula integrdldsaval megadhat6:
1 1 - D" _(2m+1) ..,
Gx;a,0)= -+ — r "y 10
(x; - 0) 2 ma 4 (2m+ 1! ( a )x (19)
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haa > 1.

A kovetkez6kben a stabil eloszldsok néhdny fontos tulajdonsagérdl lesz sz6, ha @ < 2. A
stabil eloszlasok szordsnégyzete ekkor nem létezik, ugyanis a masodik momentumot definialé
integral nem véges az eloszlds farkdnak vastagsdga miatt. Altaldnossdgban igaz, hogy az E(|X|?)
momentumok

E(XI") = foo X’ f(xdx, peR, (1)

[Se]

nem végesek, ha p > a, ahol 0 < @ < 2 a karakterisztikus kitevd. Ebbdl kovetkezik, hogy a
magasabb rendi momentumok sem végesek. A Cauchy eloszldsnak (¢ = 1) mint ismeretes, a
véarhat6 értéke sem létezik.

Standardizdlt eloszlas esetén a skdlaparaméter v = 1, a helyparaméter 6 = 0. A standard
eloszlas tobbféleképpen is kivalaszthatd az eloszlascsalad tagjai koziil. Habér a stirliségfiigg-
vénynek nem ismert zart alakja, ismert az a tulajdonsag, hogy minden stabil eloszlas folytonos
eloszlas, és létezik végteleniil sokszor differencidlhatd stiriségfiiggvénye. A stabil eloszlasok
unimodalisak, azaz a slr{iségfiiggvényiiknek egy lokalis maximumpontja van. A médusz ér-
tékére sincsen ismert formula, de numerikus moédszerekkel kiszamithatd. A karakterisztikus
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fliggvények, a slirliség- és eloszlasfiiggvények mind a négy paraméterben folytonosak.

2.2. Tobbvaltozos stabil eloszlasok

Tobbvéltozos stabil eloszldsu valtozok megaddsa az egyvaltozos eloszlasokhoz hasonléan
szintén a karakterisztikus fiiggvény segitségével lehetséges. Viszont a tobbvéltozds eset leira-
sa kordntsem olyan egységes, és jol kutatott teriilet. A kovetkezd fejezetben Osszefoglalom a
legfontosabb megkozelitéseket, amelyek a tobbvaltozds eset leirdsaval foglalkoznak. A tdbb-
valtozoés stabil eloszldsok lefrdsa f6ként Nolan munkdi alapjan [57], [58], [59], valamint Samo-
rodnitsky és Taqqu [71] alapjan késziilt. Szintén fontos a Press [66] dltal bemutatott karakte-
risztikus fliggvény reprezentacid, mert Press ezt az alakot haszndlja a stabil portf6lié modell-
Jének felirdsaban. Dolgozatom ezen szakaszat publikaciéim koziil a Csendes [S13] dolgozatra
tdmaszkodva készitettem.

A tobbvaltozos stabil eloszlasok definidlhatok az egyvéltozos eloszldsokhoz hasonloan. Je-
Iolje X = (X, X», ..., X;) a d-dimenzids véletlen vektort.

8. Definicio. Az X véletlen vektor tobbvdltozos stabil eloszldsu, ha az X, X, X», ... fiiggetlen,
azonos eloszldsii véletlen vektorok esetén létezik a, > 0 és b, € R? iigy, hogy

X +Xo+.+X, 2a0X+0,.

A tobbvaltozos stabil eloszldsok karakterisztikus fiiggvényét dltaldban a spektralmérték se-
gitségével definidljuk. Ez a mérték képes megadni az egyvaltozds eloszlasok kozotti Osszetett
Osszefiiggési struktirat, és az egyvaltozds hatareloszlasok vastagfarkd tulajdonsagat is megdrzi.
Legyen

S={ueR": |u =1}

az egység sugarti gomb, vagy egységgdmb R?-ben. Feldheim [20] megmutatta, hogy minden
stabil véletlen vektor felirhaté egy véges, az S egységgdmbon értelmezett I' mérték, az un.
spektralmérték és egy ¢ € R? eltoldsvektor segitségével, amelyek egyértelmiien meghatdrozzak
a tobbvaltozds karakterisztikus fiiggvényt (Bradley és Taqqu [6] alapjan).
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4. Tétel. Legyen 0 < a <2, és X = (X1, X, ..., Xy) véletlen vektor. Az X véletlen vektor akkor és
csak akkor stabil « stabilitdsi indexszel, ha létezik egy véges Iy mérték az S gombon értelmezve,
és egy 1 € RY vektor, hogy X karakterisztikus fiiggvénye

Tx(ds) +i(t"w),  ha a#1,

] exp(- fS (" )| [1 — i(sign((¢" s)) tan )
7= { Fyds) + i), ha a=1. 02

exp(— fs [GR3] [1 + i2sign((t" 5)) In|(1" s)|

A (T'x, w) pdr egyértelmii.

Ha X szimmetrikus stabil eloszldsd a kitevével R?-ben, akkor a karakterisztikus fiiggvény a

$a(t) = exp(— | 1" 9I'Tx(ds))

Sn

egyszerlibb alakban irhat6 fel, ahol I'y az egyértelmi szimmetrikus spektralmérték. Ha X tobb-
valtozoés stabil eloszldsi 0 < a < 2 stabilitdsi indexszel, akkor X komponenseinek Osszes
linedris kombindécidja is stabil eloszlast kdvet ugyanazzal az a-val, azaz a stabilitdsi tulajdonsig
eszerint a definici6 szerint is igaz.

Nolan a tobbvaltozds problémét az un. projekcidos modszerrel kozelitette meg, [57], [58],
[59]. Ha X stabil véletlen vektor, akkor X minden egy dimenzids projekcidja

u~X:Zul~Xl~, Vu e R?

egyvaltozos stabil eloszldsu a karakterisztikus kitevovel. Tehat egyiittes stabil eloszlas esetén
minden X; komponens azonos a-val rendelkezik. Nolan olyan megadast javasol, amelyben az
egyvaltozos stabilitdsokbdl kovetkezik a tobbvaltozos stabilitds. Ha feltessziik, hogy X egy vé-
letlen vektor, amelyre igaz, hogy minden egy dimenzids u - X projekcidja egy dimenzids stabil
eloszlasu, azaz

u-X ~S(a),Bw),ywu),ou),

akkor 1étezik egy olyan @, amely mindegyik projekcié karakterisztikus kitevdje, azaz a(u) = @
konstans. Mivel ismerjiik az u - X karakterisztikus fiiggvényt minden u-ra, igy ismerjiik az X
egylittes karakterisztikus fliggvényét is. Tehat a €s a B(u), y(u), 6(u) fiiggvények egyiitt teljesen
karakterizdljak az egyiittes eloszldst.

A projekcids modszer segitségével, azaz a B(u), y(u), 6(u) projekcids fliggvények haszndla-
tdval Nolan megadja a tobbvaltozos stabil karakterisztikus fliggvényt. A kdvetkez6kben jeldlje
{.,.) a skalaris szorzast.

9. Definicio. Az X véletlen vektor stabil eloszldsi X ~ S (a, A, 0), ha X egyiittes karakterisztikus
fiiggvénye:
E exp(i(u, X)) = exp ( - f [IGat, )17 + in(Gu, 55, @)|A(ds) + iu, 6)).
S

A spektralmérték segitségével meghatarozhatdak a projekcios fiiggvények:

¥ = ( fg [ )AMs) ",
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B fS Ku, s)|*sign({u, s))A(ds)

Ao Y@ ’
<I/l,5>, a # 1,
W=7 (.6 - % f (u, ) Inu, $)|A(ds), a=1.
N

Nem csak a spektralmérték segitségével irhatok fel a projekcids fiiggvények, hanem forditva is
igaz, azaz a B(.), y(.), 8(.) projekciés fiiggvények meghatdrozzak a A spektralmértéket. Altald-
ban erre nem létezik egyszeri képlet, ezért Nolan et al. [60] numerikus kozelitési eljarast ad a
spektralmérték meghatarozasdra a projekcios fiiggvények segitségével.

A projekciés mddszer hasznalatdnak el6nye, hogy a spektralmértékes forma matematikai-
lag egyszer(ibb, segitségével a slirliségtiiggvény és az eloszlasfiiggvény felirhat6. Ehhez Nolan
[58] specidlis fiiggvényeket definidl, amelyekkel a fiiggvényeket tin. poldr koordinatas repre-
zentacidban irja fel. Abdul-Hamid és Nolan [2] eredménye alapjan a siiriségfiiggvény a po-
lar koordinatakkal adott fiiggvények segitségével meghatarozhat6. Az eredmények sajnos csak
korlatozottan haszndlhatéak, mert a formulak kiszamitasandl (d — 1)-szeres integrélt kellene
vizsgalni. Ez d = 2, d = 3 esetben még kiszdmithatd, de magasabb dimenzidban mar nagyon
bonyolult és szamitasigényes.

Nolan [57] megadja a diszkrét spektralmérték esetén érvényes formulat is a karakterisztikus
fliggvényre. Tételezziink fel véges szdmi pontot és pont tomeget. Ekkor a spektralmérték

k
T(A) = ) 7,0,,(4),
j=1

ahol y; > 0 silyokat, o,, ponttomegeket jelol az s; € S, j = 1, ..., k pontokhoz rendelve.

1, haseA,
0s(A) = { 0, cayébként.

Az ilyen tipusu spektralmérték sok esetben el6fordul, példdul amikor az X komponensek
fliggetlenek vagy mintdbol becsiiljiik a spektralmértéket. A diszkrét spektralmértékkel rendel-
kez6 eloszlasok egy specidlis csalddot alkotnak. A karakterisztikus fiiggvény alakja diszkrét
spektralmérték esetén

k
¢'(1) = exp (— >l sj>>y,»], (13)
=1
ahol
Va0 Iul"(l — i(sign(u) tan Z¢ ), ha a #1,
o\U) = .
jul (1 + i2sign(ue) Inul) ha a=1.
A ¢*(t) egyszerlien kiszdmithatd, numerikusan konnyen kezelhetd, mig a ¢(7) dltalanos ka-
rakterisztikus fliggvény nem az.

Legyen p egy (12) tipusu karakterisztikus fiiggvényhez, és legyen p* egy (13) tipusu karak-
terisztikus fliggvényhez tartozo stirliségfiiggvény.
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5. Tétel (Byczkowski, Nolan és Rajput (1993)). Adott € > 0 esetén létezik n = n(d, a, €,1), és
S15 82, ...y Sy Valamint yy, ya, ..., Y, értékek, tigy hogy

sup [p(x) — p*(x)| < €.

xeRd

Tehat az 4ltaldnos spektralmértékkel rendelkezd eloszldsok tetszdlegesen pontosan kozelithe-
tok diszkrét spektradlmértékkel. A tétel megadja a pontok kivalasztdsdnak modjat is. A diszkrét
spektralmértékkel rendelkezd eloszlasok csalddja siir(i a stabil eloszldsok kozott.

A kovetkez0 tétel, amely az eloszlas farkdnak viselkedésérdl szol, a I' spektralmérték és az
X eloszlasa kozotti kapcsolatot irja le. Definidljunk az A C S halmazhoz egy kipot:

Cone(A) = {xERd Slxl] > O,ﬁ EA} ={ra:r>0,a €Al
X

6. Tétel (Corollary 6.20, Araujo és Gine,1980).

i P(X € Cone(A), |IX|l >r)  T(A)
P—eo P(lIX]| > r) TS

Tehat az a "tomeg" amelyet a I" spektralmérték az A halmazhoz rendel, meghatirozza az X
eloszlés farkanak viselkedését az A "irdnydban". Az eloszlas kozépso részét viszont a karakte-
risztikus fliggvényben szerepld integrdl tag hatdrozza meg, amely nem fiigg a spektrdlmérték
forgatdsatol, igy a modusz kornyéke és a eloszlds farkdnak viselkedése nagyon eltérd lehet.

Nolan [58] bemutat stabil eloszlasok specidlis csoportjaira vonatkozé eredményeket is, ezek
a sugarasan szimmetrikus (radial symmetric) vagy izotrép eloszldsok, valamint az elliptikus
eloszlasok. Ezeknek a specidlis tobbvaltozés eloszlasoknak a stiriségfiiggvénye az X véltozo
hosszdnak (normdjanak) segitségével is megadhatd. Ezeknek a specidlis eloszlasok generalasa-
ol a dolgozatom 5.1 szakaszaban irok.

Egy masik megkozelitést mutatott be Press [67] a tobbvaltozds karakterisztikus fiiggvény
levezetésére. Press a szimmetrikus stabil eloszldsokat haszndl6 portf6lié6 modelljében a karak-
terisztikus fliggvény aldbbi reprezentacidjat haszndlta, ezért foglalkozom ennek a reprezentaci-
6nak az eldéllitdsaval.

A stabil eloszlasok definiciéjat irjuk fel az eloszlasfiiggvény segitségével.

10. Definicio. Az F(y) eloszlds egyvdltozos stabil eloszldsfiiggvény, ha minden by > 0 és by > 0
és valos cy, ¢, szdmokhoz tartozik egy pozitiv b és egy c valos szdm, 1igy hogy minden —oo <y <

oo skaldrra s s y—c
F) ) - (S

ahol * jeloli a konvoliicié operdtort.

Azok az eloszldsok, amelyek a fenti egyenletet kielégitik, az alabbi log-karakterisztikus
fliggvénnyel rendelkeznek:

logd(v) = iagy — yIvI°[1 + iﬂl—zlww, )],
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ahol —co < v < 00, —00 < gy < o0, a stabil paraméterek a szokdsos paramétertérrel adottak:
v>0,-1<B8<1,0<ac<2 Tovdbba, [v/|v|]] =0, hav =0, és minden v-re

(14)

_ | tan(mra/2), a#1,
wlv.a) = { @/mloghl, a=1.

Most jeloljon x egy p X 1 vektort, és az egyvaltozos esettel analog médon adjuk meg a
tobbvaltozos stabil definicidt.

11. Definicio. A G(x) eloszldsfiiggvény tobbvdltozds stabil eloszldsi, ha minden skaldris by >
0, by > 0 pdrra és valos cy, c, vektorokra létezik egy olyan pozitiv skaldr b és egy valos vektor
¢, gy hogy minden x = (xi, ..., x;)T, —o0 < x; < o0, j = 1,..., p esetén

6(15%) 6(*52) =65 )

Levy és Feldheim bebizonyitottdk, hogy azon eloszlasoknak a csalddja, amely kielégiti a
fenti egyenletet a

T
ettw_l

1
log ¢(1) = iP(1) - ipz(f) + f

ittw | dr
- — | —d® 15
1+ wTw] rotl ). (15)

tobbvaltozoés log - karakterisztikus fiiggvénnyel rendelkezik, ahol ¢ egy p X 1 dimenzids vektor,
P1(t) és Py(t) elsd és masodfoki homogén polinomok,

r=ww)!/?

jeloli a w vektor hosszat, @(w) egy véges mérték az r = 1, p-dimenzidés gomb felszinén értel-
mezve, és ezen integralhato is. Az integrdl a p dimenzids egységgdmbon polarkoordindtdkban
torténik és 0 < @ < 2. A fenti eredményt ugy kapjuk, hogy megkeressiik a tobbvaltozos kor-
latlanul oszthat6 eloszldsok kanonikus integral reprezentacidjit, majd ezt specializaljuk a stabil
eloszlasokra.

A (15) formulét irjuk at a
log ¢(t) = ia’ t — I(¢)

alakba, ahol
1(t) = ("D Pf1t /1)) + igla, t/(F D'V, ) (16)

flt/d ' =k, f | cos 6]°dD(w), k, >0,

—ky tan Z [ | cos 6]~ dD(w), haa#1,0<a <2,

T 2] =
gla 1/ (D] = { 2k, [ cos@log[t/(t"1)!/? cos 6]ld®(w), haa = 1.

= —-I'(-a)cosnma/2, hak # 1,k +#2,
* ) n/2, haa =1,

A képletekben 6 jeloli a szoget a t és w vektor k6zott, a barmilyen p dimenzids vektort jelol,
az integralast az egység sugard p dimenzids gomb felszinén végezziik.
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Haa # 1,0 < a < 2, akkor

0
1) = ko7 D) f [cos” 01| 1 — itan =" "7 | dd(w). (17)
2 [cosf]
Mivel 6 a t és w kozotti szog, ezért
Tw = @) ?(ww)'/? cos 6.

Helyettesitsiik be cos #-ba, és mivel w/w = 1, az integral a (17) formuldban

. Tt
I(H) =k, f(tTwa;)a/z[l 1 o tan %]d(b(w)
w

atalakitdst eredményezi. Tegyiik fel, hogy ®(w) abszolut folytonos a Lebesgue mértékre nézve,
és legyen d®(w) = ®’'(w)dw. Az integralszamitas elsd kozépérték tétele értelmében

. Tl’

1274
1) = cal"ww" )@ (w1 = = tan .
Iwp 1l

ahol ¢, = k, f dw. A wy a w egy értékét jeloli, amely a kozépérték tétel értelmében létezik.
Legyen
Q = 222 (wo) |7 “wowp -

Jegyezziik meg, hogy Q pozitiv szemidefinit szimmetrikus matrix 1 < r < p. Tehét

1 iwl't na
1) = =" Qn)*?|1 - —2 tan — |,
() = 5" Q0" Wi 7]

0

ahol wg wo = 1. Tegyiik fel, hogy ®(w) diszkrét mérték m atommal, m = 1, 2, ..., tehat m végtelen
is lehet, ekkor /(7) egyszerlien a sulyozott 0sszeg, amelyet O(x) ugrasaikor értékeliink ki, azaz

I(t):li{(tTQ-t)“/z(l ki tan =)} (18)
2 4 / it 27
ahol
Q; = [2k, @(w)]7 wwh

w; jeloli d(w) j-edik atomjét , és wJTw ; = 1 minden j-re. Ekkor Q; minden j-re pozitiv sze-
midefinit szimmetrikus matrix, r; ranggal, 1 < r; < p. Feltessziik, hogy az dsszeg barmely két
tagja nem ardnyos egymadssal, hogy bizonyithassuk a reprezenticié egyértelmiiségét. Ha len-
ne két ilyen tag, akkor azok kombindlhatok egymassal, és ezaltal eggyel kevesebb tagbodl allo
Osszeg keletkezne. Az 4dltalanos esethez m-et végtelennek vdlasztjuk ugy, hogy végtelen szdmu
Q; matrixunk van, amelyek bizonyos esetekben lehetnek nullak. Ha m véges, akkor sok érdekes
eloszlds adédhat. Az m = 1 eset kiillonosen érdekes.
A (18) formula kifejtésével és egyszertsitésével azt kapjuk, hogy

I(f) = %Z Q) r)“/z 1+zﬁ(t)tan 7“} (19)
=
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ahol

whn)
ZJ l(tTQ t)a/z Ttl

(1= (20)
ﬁ ZT:l {(tTth)a/Z

es w w; = 1 minden j-re. Ha (20) formuldban abszoliit értéket vesziink, megkapjuk, hogy
ﬁ < 1. Jegyezziik meg, hogy minden v skaldrra

Bvr) = ﬂﬁ(t)

Tekintsiik az @ = 1 esetet. A (16) formula alapjan

2i cosd
1) = ky f [cos]'2[1 + ;’;ZSS g og1a0'" cos 6l|dD(w).

Helyettesitsiik be cos 6 értékét:

1(t) = ky f " ww r)l/z[ ]dcp(w)
r Iw |
az a # 1 esetre T
1 m
10) =3 Z ;01 | Tz| log witl], 1)
=1 J

ahol W]T-W ; = 1, minden j-re, és Q; pozitiv szemidefinit szimmetrikus matrix r; ranggal, 1 <
ri < p. A (21) formula kifejtésével és egyszertsitésével azt kapjuk, hogy

1

I = EZ ("1 + ﬁl(t)} (22)
Jj=1

ahol ,
m (T 12 Wit T
QY Wlog i

Bi(t) = ZTzl(ITQﬂ)W s

(23)

ahol wiw; = 1 minden j-re. gy p = l-re

azaz |wj| = 1. Mivel
log ¢(t) = ia"t — I(1),

ezérta (19), (20) valamint (22), (23) kombindldsaval azt kapjuk, hogy egy eloszlas akkor és csak
akkor tobbvaltozos stabil eloszlast, ha a log-karakterisztikus fliggvénye az aldbbi formaban
reprezentdlhat6. Ha @ # 1, akkor

) 1 < N : o
log ¢(t) = ia"t - 5 ;(zTth) {1+ ip(r) tan 7},
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és ha a = 1, akkor

, 1< " 2i
log (1) = it ~ 5 ;(zTsz) s =pio),

ahol B(r) és B(r) ugy, mint fent. Az akkor és csak akkor 4llitds abbol kovetkezik, hogy a (15)
egyenlet, amelybdl ezeket az eredményeket levezettiik, egyértelmiien karakterizdlja az egész
csaladot.

Ha a = 2, akkor tan(a/2) = 0, és log ¢(¢) egyszerlisodik:

1 m
log ¢(r) = ia"t — 5 Z(rTQ i)
=1

. T 1 N T
log ¢(t) = ia" t — 3 ;(r ),
amely a tobbvaltozds normélis eloszlds log-karakterisztikus fiiggvénye. A karakterisztikus fiigg-
vények ezen alakjainak segitségével irja fel Press a tobbvaltozos stabil portfolidkivalasztasi
modellt. A probléma a log-karakterisztikus fiiggvényt tartalmazé optimalizalasi feladatként de-
finidlhat6, melyre Press specialis esetekben egzakt megoldast is ad. A stabil eloszlasok portf6lié
optimalizalasi feladatokban betoltott szerepérdl dolgozatom 3. fejezetében lesz szo.
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3. Portfolio modellek, kockazatkezelés

A XX. szdzadban szdmos kozgazdasdgtudomanyi Nobel - emlék dijjal jutalmaztik a modern
pénziigytan alapjait lefektetd elméleteket, W. Sharpe-ot a t6kepiaci arfolyamok modelljéért (Ca-
pital Asset Pricing Model, CAPM)? (1990), H. Markowitz-ot portf6lié optimaliz4ldsi modell-
jének kidolgozdsaért (1990), R. Mertont és M. Scholes-t a derivativdk (szdrmaztatott pénziigyi
termékek) értékének meghatarozasaért (1997). Ezeknek a meghatérozé kozgazdasagtani, pénz-
tigyi modelleknek mind 1étezik stabil eloszldsokra épiild kiterjesztése. Ezekrdl a stabil eloszlast
feltételezd modellekrdl részletes dttekintést ad példdul Uchaikin és Zolotarev [79] (17. fejezet).

A pénziigytan masik nagy teriiletén, a kockéazatkezelésben a varhat6 veszteségek eldrejelzé-
se az elsddleges cél, amely a varhaté hozamok eloszlasdnak a veszteségeket jelentd oldaldnak
becslését jelenti. A legelterjedtebb kockdzati mutatészamok a Value-at-Risk (VaR) és a felté-
teles Value-at-Risk (CVaR), melyek a kockazatos eszk6z hozameloszlasanak bizonyos kvanti-
liseként meghatarozott kiiszobértéket, illetve a kiiszobérték feletti veszteségek varhat6 értékét
jelentik. Ezeknek a mutatéknak meghatarozo szerepe van a pénziigyi szervezetek szdmara elGirt
téketartalékok meghatdrozasaban, ezért a becslésiik minden szervezet szdmara kiemelt feladat.
A VaR és CVaR mutatok meghatarozhatok stabil eloszlast hozamok feltételezése mellett (Khin-
danova, Rachev, és Schwartz [36], Stoyanov [76]).

Dolgozatom ezen fejezete a portf6lié optimalizadlds alapmodelljét, a tobbvéaltozds stabil port-
foliokivalasztasi modellt (Press [66]), a t6kepiaci arfolyamok modelljét, valamint a VaR és
CVaR mutaték meghatarozasdnak mddjait tekinti 4t roviden a kovetkezdkben.

A portfélié optimalizalas klasszikus modelljében a portf6lié hozama a portfélioban talalhatéd
eszkozok hozamainak silyozott dtlaga, a kockédzatot pedig a portfélié szérdasnégyzetével mér-
jik. A modellt H. Markowitz fogalmazta meg Gttoronek szamitd Portfolio Selection cim{ mun-
kdjaban [48] 1952-ben, amely mean-variance (a magyar szakirodalomban atlag-szoras) megko-
zelités néven valt ismertté. Legyen n kiilonboz0 értékpapir, amelyeknek a hozamai

X = (Xl’ "-5Xl’l)9

a vérhato értékiik
M= (/Jl’ ---’,un),
X jeloli a kovariancia métrixot, €s az eszkdzok sulyai a portfélioban

w =Wy, ..., W,).

Ha feltételezziik, hogy X ~ N(u, X) tobbvaltozds normalis eloszldsu, akkor a portf6lié hozamé-
nak eloszldsa szintén normalis X, ~ N(u,, O'f,), ahol

pp =w'p

0'[2, =w!Zw.

2A CAPM megalkotéja W. Sharpe mellett J. Lintner
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A portfélié feladat Iényege, hogy meghatarozott varhaté hozamszint elérése mellett minimali-
zaljuk a kockazatot:

minw! Zw,
w

wiu > a,
elw=1,

(24)

ahol T a transzponalast jelenti, e = (1, ..., 1) az Osszegzd vektor.

Az optimalizalasi probléma célfiiggvénye ekkor kvadratikus fliggvény, és a feladat a kvadra-
tikus programozds ismert algoritmusaival megoldhatd. A portf6lié feladat felirhat6 a fenti prob-
1émdval azonos eredményre vezetd linedris programozasi feladatként is, amelynek egy kvadra-
tikus feltétele van. Ekkor a befektetd a szdmdra maximalisan elviselhetd o2, kockdzati szint
mellett maximalizalja az elérheté hozamot:

max i,

"
2 2
O-p < O maxs
wle = 1.

(25)

Az optimélis portféliévektor ekkor kvadratikus programozasi feladatok sorozatdnak megol-
ddsdval allithat6 el8.> A fenti modellekben a fedezetlen rovidre eladds (short-selling), azaz ha
w; < 0, nem engedélyezett. A fedezetlen rovidre eladds lehet&ségét is megengedd nem korld-
tozott probléma, valamint tovdbbi relaxdlt feltételekkel rendelkezd problémak részletes leirdsa
taldlhat6 példaul Lintner [42] dolgozatdban.

Bér a megkozelitést sok kritika érte, foként a normélis eloszlés feltételezése miatt, a modell
jelent8sége vitathatatlan. A tapasztalati vizsgédlatok hamar rdmutattak, hogy a normalis eloszlas-
tdl csicsosabb és vastagabb farku (heavy-tailed) eloszldsok sokkal inkdbb leirjdk a hozamokat,
azaz az arfolyamok extrém kilengésének valdszintisége nagyobb, mint azt a normalis eloszlés
feltételezése alapjan varndnk. Az elsé tanulmédnyok, amelyek az arfolyamok véltozdsat stabil
eloszlasokkal modellezték Mandelbrot [45], illetve Fama [14], [15], [16] voltak. Mandelbrot a
gyapot dranak valtozasat tanulmdnyozva jutott arra a kdvetkeztetésre, hogy a hozamok eloszla-
sénak szérdsnégyzete nem véges, valamint az eloszlas jol modellezhetd stabil eloszldsokkal.

Késbbb tjabb és djabb tanulmanyok, empirikus vizsgédlatok jelentek meg, és mara mar szé-
les korben elterjedt a stabil portf6lié modell alkalmazdsa, példaul Adler, Feldman és Taqqu [3],
Bradley és Taqqu [6], Rachev [68], Rachev és Mittnik [69]. A hazai szakirodalomban is szdmos
tanulmany taldlhatd, amely stabil eloszldsok pénziigyi teriileten val6 alkalmazasaval foglalko-
zik, példaul Palagyi [63], Palagyi [64], Lukécs [43], valamint Lux és Varga [44].

A stabil portf6lio feladatban azt feltételezziik, hogy a hozamok tobbvaltozds szimmetrikus
stabil eloszlast kovetnek. A stabil modellt Press [66] konyve alapjan mutatom be. A tobbvalto-
z06s karakterisztikus fliggvény (26) alakja hosszu levezetés eredménye (Press [67], illetve Press

3A (24) és (25) optimalizélési feladatok megolddsahoz nincs sziikség a normalités feltételezésére. A hozamok normalit4-
sdnak feltételezése azt teszi lehetdvé, hogy a kockdzatot a portféliéban szerepld eszk6zok hozamainak kovariancia matrixdval
mérjiik.
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[66], 6. fejezet), amelybdl a fontosabb 1épések megtaldlhatok dolgozatom 2.1 szakaszdban. A
Press éltal bemutatott modellben vizsgalt tobbvaltozds szimmetrikus (8 = 0) eloszldscsalad
log-karakterisztikus fiiggvénye:

| =

Ing(r) = ia"t - = > (1"Q;0)?, (26)
=1

ahol

X tobbvaltozds hozameloszlas,

ox(¢) jeloli az X véltozoé karakterisztikus fliggvényét,

i= V-1,

e a =(ay,a,...,a,) vektor az eloszlas helyvektora, @ > 1 esetén varhat6érték vektora

e Q; szimmetrikus skdlamatrixok a valtozok fliggési struktirajat irjdk le, Vj : Q; > 0 nem-
negativ definit matrixok

e 0 < m < oo egész szam a tobbvaltozos stabil karakterisztikus fiiggvény elbbi reprezenta-

cidjanak el6allitdsa sordn bevezetett irdnyok szamat jelenti. Az n valtozds, egység sugard

hipergomb felszinén értelmezett integralds helyett m diszkrét pont (irdny) felvételével és

irdnyonkénti (j = 1, ..., m) 6sszegzéssel hatdrozzuk meg az 0sszefiiggési struktirat.

Feltessziik, hogy Z?’zl Q; > 0, azaz nem degeneralt az eloszlas, és hogy a varhato €rték
véges, azaz 1 < a < 2. A portf6liét alkoté részvények silyainak vektorat tovabbra is w! =

(Wi, wa, ..., w,) jeloli. Ekkor a portf6lié hozama

Xp = i Wl'Xl',
i=1

a portfolié elvart hozama
E(X,) = Z wiE(X;) = Z wia; = w'a,
i=1 i=1

ha az X val6szin(iségi vektor eloszldsa (26) szerinti. Az X, portfolié6 hozam karakterisztikus
fliggvénye: .
¢x,(v) = E(e"*),

v € R a karakterisztikus fiiggvény fiiggd véltozéja. Az X tobbvaltozés hozam vektor karakte-
risztikus fiiggvénye

ox(t) = E(e"),
t € R" a karakterisztikus fiiggvény fliggd valtozéja. Legyen ¢ = vw, ekkor

dx(1) = px(vw) = E(e™' ) = ¢y (),

azaz X, log-karakterisztikus fiiggvénye
: 1. X «
Ingyx, (v) = iv(w'a) = -]V ;(WTij)z.
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Hasonl6an a Markowitz modellhez, a portf6li6 kockdzatot a hozamok eloszldsanak valamely
sz6rodasi mutatojaval, stabil eloszldsok esetében a szords hidnyaban a skdlaparaméterrel mér-
juk, amely

y(x) = W Qw)?. (27)

N | —

1l
—_

J

A w portfolié vektort a kovetkez6 optimalizdldsi feladat megolddsaval kapjuk:

l v T
max /la w— EZ:; Q]w)
wle =1,
w > 0.

A fenti modellben a részvények hozama k6zos @ paraméterrel rendelkezik (Model I). Press
[66] bemutat egy dltaldnosabb problémat is (Model 1), amelyben ez a megktés mar nem sze-
repel, azaz a részvények kiilonbdzd a paraméterti hozameloszldssal rendelkezhetnek. Bizonyos
esetben explicit megoldéds adhat6 a feladatokra a Lagrange-szorzok médszerével, tovabba be-
mutatja az m = 1 specidlis eset megoldasat is. A Press altal definidlt problémdktél dltaldnosabb
leirast tesz lehetévé a spektralmérték haszndlata, amely megadja az Osszefiiggési struktdrat a
tobbvaltozos stabil eloszlds komponensei kozott, 1dsd 2.2 szakasz.

Legyen a portf6lio feladatban most X € R" hozamvektor tobbvéltozds stabil eloszlasu (12)
szerint, valamint w € R” mint korabban. Ekkor

=w'X) = Z wiX;
i=1

stabil eloszlasu S ,(B,, v,, 0,) paraméterekkel. A (12) karakterisztikus fliggvény alapjanag,,y,, 0,
paraméterek meghatarozhatdak.

A skélaparaméter:
1

Yy, = ( f |<wTs>|“rx<ds>)” . 28)
Sn

Legyen az X© = (X, X>, ..., X,) arfolyamvaltozas vektor (12) karakterisztikus fiiggvényfi
tobbvaltozos stabil eloszlds 1 < @ < 2 karakterisztikus kitevovel, a jelolések a kordbbiaknak
megfeleléek. A skdlaparamétert (28) szerint definidljuk. A portf6lié optimalizaldsi probléma

ekkor:
min ( f (w s)|"FX(ds)) ]
wTu > A,
wle =1, (29)

ahol e az n dimenziés Osszegzd vektor, A a befektetd dltal meghatarozott elvart hozamszint. Ha
a kockazat w konvex fiiggvénye, akkor a probléma kvadratikus programozési feladatok egymas
utdni végrehajtasaval oldhaté meg.
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A fenti portf6lié modellek célja a portfélioban szerepld részvények stlyainak megvalaszta-
sa, ezdltal optimadlis befektetési struktdra kialakitasa. A tékepiaci arfolyamok modellje (Capital
Asset Pricing Model, CAPM) a részvények elvart hozamat a piacon elérhet6 kockdzatmen-
tes befektetés és a piaci portfoli6 kiillonbségébdl adddo tobblethozam fiiggvényében vizsgalja
(Sharpe [75] és Lintner [42], J. Treynor*). A részvények kockdzatossdgat ebben a modellben
a részvények ardnak a piaci vdltozdsokra adott elmozduldsaival mérjik. A CAPM a piacon
egyensulyi dllapotot feltételez, ekkor az értékpapirok irdnti kereslet megegyezik a kindlattal.

Jeldlje Xy, a piaci portfélid, X; az i-edik részvény hozamat, és r a kockdzatmentes hozamot.
Ekkor a CAPM modell formélisan

EX;—1) =BEXy —1) (30)

alakban irhatd, ahol
_ Cov(X;, X)

T Varx M

A részvényekre jellemzd B; érték ° leirja a részvény és a piac kapcsolatét a piaci véltozdsokra
adott drfolyamvaltozdason keresztiil. A §; értékek tehat a részvények kockazatossdgat fejezik ki.
Ugy is fogalmazhatunk, hogy "valamely részvény annyival noveli a jol diverzifikalt portf6li6
kockdzatat, amennyire érzékeny a piaci valtozdsokra" (Brealey és Meyers [7]). Ha a g; > 1,
azaz az értékpapir felnagyitja a piaci mozgasokat (ugyanabba az irdnyba véltozik az 4rfolyama,
és erdteljesebben mint a piaci portf6liéé), akkor az (30) egyenlet értelmében az i-edik részvény
tartdsa nagyobb hozamot igér, mint a piaci portf6li6. Ha 0 < 8; < 1, azaz ugyanabba az irdnyba
mozog a papir, mint a piac, de a részvény ardnak megvaltozasa kisebb a piac valtozdsanal, akkor
a hozam prémium is kisebb. A S értelmezhet6 a kovetkez&képpen is: ha a piacon atlagosan 1%-
kal novekednek az arfolyamok, akkor a vizsgélt értékpapir arfolyama g %-kal fog novekedni.

A 3. abran kiilonbozd befektetések bétdja és hozama kozotti kapesolat lathaté. A kinestari
valto bétdja és kockdzati dija 0, mig a piaci portfolié bétdja 1, varhat6 kockdzati dija E(X,, —ry).
Az egyenest, mely 0sszekoti a kinestdri valtot és a piaci portfolidt, értékpapir-piaci egyenes-
nek nevezziik. Az Osszes lehetséges befektetés az értékpapir - piaci egyenesen (SML, Security
Market Line) helyezkedik el, vagyis a befektetések varhat6 kockdzati dija ardnyos a befektetés
bétajaval.

A piaci hozam és az értékpapir hozama kozotti kapcsolatot egy 8; meredekségii egyenessel
lehet leirni, mivel az (30) egyenlet atalakithato a

Xi—r=BXy—-r+¢g

alakba, ahol E(g;) = 0 és Cov(e, X)) = 0. Ezt az egyenletet gyakran a hozamok egytényezss
modelljének nevezik. A részvények kockdzatdra

) 2
ox, = B0y, 0

ahol az elsé tag jelenti a szisztematikus kockazatot, mig a masodik tag a rezidudlis kockazat. A
portf6lio bétajat a részvények bétdjanak sulyozott atlagaval kapjuk, mig a portf6lié kockazata
hasonldan az egyes részvényekhez

2 _ 2.2 2
oy, = ,BPO'XM +o,,

4J. Treynor nem publikalta az eredményeit
3 A S8 jelolés itt a szakirodalomban 4ltaldnosan hasznalt jelolés, és nincs 6sszefiiggésben a stabil S ferdeségi paraméterrel.
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1. dbra. Az értékpapir-piaci egyenes.

varhato
hozam
Ertékpapir —piaci egyenes
e . piaci
\ portfolio
r P i
kincstari valto :
0 0,5 1

n
2 _ )
o, = E WO,
i=1

ha feltételezziik, hogy a reziduélisok paronként fiiggetlenek.

A befektetdk tehat a kockdzatvéllalas fejében magasabb hozamot varnak el a kockdzatosabb
részvényektdl. Ezt az Osszeget, azaz a piaci portf6lié hozamdnak (X,,) €s a kockdzatmentes
kamatldbnak (r) a kiilonbségét piaci kockdzati dijnak nevezzik.

A Markowitz modell optimalizalasi feladatinak megolddsai, a hatékony portféliok halmaza
(u, o) parokat jelent. A 3. dbran a hatékony portf6liok halmaza lathat6, abban az esetben, ha
kockdzatmentes befektetést is vdlaszthat a befektetd. Ha csak kockdzatos befektetések lehetsé-
gesek, akkor a hatékony portfélié parok (u, %) konvex gorbét alkotnak. Ha van kockdzatmentes
befektetés is, akkor a hatékony portfoliok egy kockazatos (R) €s egy kockdzatmentes (ry) be-
fektetés linedris kombindcidjaként allnak eld, és az R portflidhoz tartozé (ug, o) értékpér a
hatékony halmazba tartozik.

A portf6liok vagy piaci eszkozok kockazatossagdnak mérésére tehat a szakirodalomban kii-
lonféle megkozelitések adottak. A Markowitz modell variancidval mért kockédzatara dltaldban
teljesiil, hogy a portfélié variancidja kisebb, mint a portféliéban szerepld eszkdzok variancidja-
nak 6sszege. Ez a tulajdonsdg kivanatos a kockazatkezelésben, de a variancia nem hasznalhaté
minden esetben. A t6kepiaci eszk6zok esetén a hozameloszldsok szimmetrikusnak tekinthetdk,
de vannak olyan eszkozok is, ahol er6s aszimmetria jellemzi az eloszlést (pl. hitelportf6lidk).
Ilyen esetben a variancia, mint kockazati mérték nem értelmezhetd (Lukécs [43]).

A kockézatkezelésben ezért kidolgoztak egy uj megkozelitést, amely szerint a portfoliok
tartasabol eredd kockdzatot olyan kockdzati mértékkel kell mérni, amely rendelkezik a (i) mo-
notonitas, (i1) szubadditivitds, (iii) pozitiv homogenitds, (iv) eltolds ekvivariancia tulajdonsiga-
ival. Ezeknek a tulajdonsdgoknak a megkovetelése gyakorlati szempontbdl fontos (Gall €s Pap

23



2. dbra. A hatékony portféliék halmaza kockazatmentes befektetés lehetdsége esetén.

L

[22]):

(1) haegy portf6lié minden esetben tobbet igér egy masik portfélidndl, akkor annak ne legyen
nagyobb a kockézata;

(i1) két portfoliot egybetéve ne novekedhessen a kockdzat, azaz a portféliok kockdzatdnak
0sszegét nem haladhatjuk meg;

(ii1)) megtobbszorozve a portfolidt, am megtartva annak dsszetételét, a kockdzatossdg a nagy-
sédggal ardnyosan véltozzon;

(iv) ha biztosan realizalunk egy pétldlagos adott 6sszegli pénzaramlast, akkor a portf6lié koc-
kazatossdga ennek a pénzaramldsnak a nagysagaval csokkenjen.

Ha egy kockdzati mérték teljesiti a feltételeket, akkor koherens mértéknek nevezziik. Ezek a
feltételek a szordsnégyzet vagy a stabil skdlaparaméter esetében nem teljesiilnek. A kovetke-
z0kben két kockazati mértéket mutatok be, amelyek alapvetd fontossdguiak: a Value-at-Risk
(VaR, kockdztatott érték) mutatd, valamint a feltételes VaR (CVaR) vagy Expected Shortfall
(ES, véarhat6 veszteség) (Bradley és Taqqu [6]).

A VaR 1990-es évek eleje ota a leginkabb elterjedt modszer a piaci kockdzat mérésére.
Legf6bb célja a befektetések kockdzatossdgabol eredd extrém veszteség mértékének becslése.
Jelentse X valdsziniiségi valtoz6 a negativ profitot, azaz veszteséget, és Fx a veszteségek elosz-
lasét, valamilyen ¢ id6horizonton. Azaz X nagy értékei nagy veszteségeket jelolnek. Ekkor az
0 < a < 1 konfidencia szinthez tartozé VaR:

VaR,(X) = inf{x|Fx(x) = a},

VaR,(X) = Fy\(a),
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ahol F}' jeloli az Fy eloszlasfiiggvény inverzét.

A VaR hamar népszeriivé vilt, mivel egyszerlien haszndlhatd, és hasznalatdhoz nem sziiksé-
ges a hozamok teljes eloszlasat vagy 0sszefiiggési struktirdjat ismerni. Hatranya viszont, hogy
a VaR nem koherens kockazati mérték, mert nem teljesiti a szubadditivitasi feltételt. Ennek elle-
nére a gyakorlati életben hasznaljak, példaul dltalaban 10 napos 99%-o0s megbizhatdsagi szinttel
hatdrozzdk meg a pénziigyi szervezetek szdmdra az elvart toketartalék nagysagat.

A VaR-ral szemben az Expected Shortfall (ES) koherens kockédzati mérték, amelyet feltéte-
les VaR-nak is neveznek:

ES = E(LIL > VaR),

€s a VaR folotti veszteségek (Loss, L) varhato értékét jelenti, azaz figyelembe veszi a kiiszob-
érték folotti lehetséges veszteségek mértékét is.

A VaR kiszamoldsa a gyakorlatban haromféle médon torténhet, ezek: historikus szimulécid,
valamely parametrikus modell hasznélata, vagy Monte-Carlo szimuléci6.

A historikus VaR-t a vizsgélt T id8szak veszteségeinek rendezett sorozatabdl szamithatjuk.
Példaul ha 1000 id6szak megfigyelései allnak rendelkezésiinkre és X jeloli a hozamokat ugy
hogy a veszteség pozitiv, akkor a rendezett minta X!V > X@ > . > X100 A 95%._0s VaR ek-
kor VaR.—p9s = X°?. Ennek a médszernek az elénye az egyszeriisége, valamint hogy nem kell
a hozamok eloszldsdra vonatkozé feltevést tenniink. Igy elkeriilhetd a modell kockézat, ami a
hibas modellfeltevésbol adédna. Ha a portf6lié hozamara alkalmazzuk, akkor nem kell a portf6-
liéban szerepld részvények osszefliggési struktirdjat vizsgalnunk, mert a portf6lié6 hozamaban
mar szerepel ez a tényezd. Hatranya, hogy hosszu historikus adatsorra van sziikség hozza, és
hogy a multbeli adatok jelentdsen befolyésoljdk a VaR becslését.

Parametrikus VaR modell esetén valamilyen konkrét hozam eloszlast feltételeziink, és a ren-
delkezésre 4116 adatokbdl becsiiljiik az eloszlds paramétereit. A parametrikus VaR meghatiroza-
sandl statisztikai szempontbdl a legfontosabb, hogy a hozamok eloszlasanak sz€ls6 kvantiliseit
jOl becsiiljiilk meg. A normélis eloszlas hasznélata tobb okbdl sem javasolt (Bradley és Taqqu
[6]). A dolgozatom 6. fejezetében hasznalt szimmetrikus stabil modellen kiviil 1éteznek mas
alternativék is, példaul a hiperbolikus vagy az inverz normélis eloszlds (Weron [83]), valamint
a Student, Weibull, és az aszimmetrikus Weibull eloszlasok (Rachev, Mittnik és Paolella [52]).
Ezek is heavy-tailed eloszldsok, amelyek j6 eredményekkel haszndlhatdk a gyakorlatban.

A Monte - Carlo szimulécidval torténd VaR szamitas a legrugalmasabb megoldas, de a leg-
nagyobb szdmitdsi kapacitdsu is egyben. TetszOleges Osszefiiggési struktdardval és eloszldssal
definidlhatok a kockazati faktorok, és minden Monte-Carlo ismétlésben egy portfélié arvalto-
zas kimenetelt hatdrozunk meg. Ezekbdl a kimenetelekbdl kapunk egy eloszlast a veszteségek-
re nézve, amelybdl kiszamithato tetszdleges szignifikancia szintli VaR a megfelel empirikus
kvantilis meghatarozasaval. Hatranya, hogy a médszerben nagyon sok tényezét kell figyelem-
be venni, igy nagyobb az esélye annak, hogy hibds modellt allitunk fel, és igy jelentSs lesz a
modell kockézat.

Az attekintett elméleti modellek a modern pénziigytan alapvetd fontossdgi modelljei. Ezen
modellek gyakorlati alkalmazédsandl a stabil eloszldsok természetes alternativaként meriilnek fel
a normdlis eloszlds mellett az altalanositott centrélis hatdreloszlas tétel értelmében. Amennyi-
ben a gyakorlati alkalmazdsokban parametrikus modellt szeretnénk haszndlni, akkor az els6
1épés mindig a modellezett minta eloszldsdnak meghatdrozasa, illetve a paraméterek megbizha-
t6, pontos becslése.
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4. A PIT paraméterbecslési eljaras

4.1. A stabil paraméterek becslése

A stabil eloszldsok siirliség-, eloszlds-, vagy karakterisztikus fiiggvénye ((6), (10), (4) for-
muldk) numerikus szamitdsokban nehezen vagy egyéltaldn nem hasznélhat6. A sorfejtéssel ren-
delkezésre all6 formuldk esetén pedig tilsdgosan lassu a kozelités konvergencidja, igy azoknak
a hasznélata jelentdsen megnovelné a futdsi id6t. Emiatt azok a statisztikai modszerek, amelyek
a sliriség vagy eloszlasfiiggvényre épiilnek kozvetleniil, mint példaul a maximum likelihood
(ML) médszer, nem alkalmazhatdk stabil eloszldsok paraméterbecslésére. Léteznek numerikus
integréldst tartalmazo kozelitéses eljarasok (Nolan [56]), de ezeknek a szamitasi igénye nagyon
jelentSs, ezért ezek a médszerek sem ajanlottak olyan gyakorlati problémdkban, ahol gyors
eredményre van sziikség.

A paraméterek becslésére a szakirodalomban szdmos megkozelités 1étezik, amelyeket rovi-
den ismertetek. Az ismert eljardsokrol részletes leirdst ad, és 6sszehasonlité tanulmanyt mutat
be Weron [81], és Borak et al. [4].

Az egyik legegyszer(ibb megkozelités 1ényege, hogy log-log skdlan dbrazoljuk a megfigye-
1éseket és a megfigyeléshez tartozé valdszintiségeket. Ekkor ha a minta a-stabil eloszlasu, akkor
az empirikus eloszlasfiiggvény pontjai a farkakndl egy —a meredekségii egyeneshez illeszked-
nek. Ez a modszer a stabil eloszlasok azon tulajdonsagébol kovetkezik, hogy a farok viselkedése
aszimptotikusan Pareto eloszlasu, azaz az X stabil val6szinliségi véaltoz6 eloszlasfiiggvényére

1-F(x) ~(+B)C.x 7, (31)

ahol
C, = (1/mI'(a)sin(ar/2).

Ha x elég nagy, akkor megkozelitdleg igaz, hogy
log P(X > x) =log C,(1 + B)y" — alog x.

Ez a grafikus modszer nem biztosit megfelel6 paraméterbecslési lehetdséget, mert csak nagy
mintdk esetében hasznélhatd, és csak az alakparaméter becslésére. Vizsgdlatok azt mutatjak,
hogy az 4ltalanos Pareto modell alkalmazédsa 1 < @ < 2 esetben feliilbecsiili az @ paramétert;
példdul egy szimuldlt @ = 1.9 paraméterdi mintdra N = 10* megfigyelésre 4 koriili a becslés
adodott (Borak et al. [4]).

Az aszimptotikus Pareto eloszldsra vonatkoz6 (31) tulajdonsagbdl vezethetdk le a farokin-
dex becslések, amelyek az eloszlds parametrikus alakjira nézve semmilyen feltételezéssel nem
élnek. Ezek a becslések csak az aszimptotikus viselkedés leirdsara hasznalhatdok, az egész el-
oszlas alakjanak vizsgdlatara alkalmatlanok. A farokindex becslések sem megbizhatdak, mert
erGsen fiiggenek attél, hogy melyik empirikus kvantilis utan tekintjiik az aszimptotikus viselke-
dést. Habar a farokindex becslések onmagukban nem megbizhat6é becslései a karakterisztikus
kitevonek, mégis a gyakorlatban egyszer(iségiik miatt hasznaljak Sket. A legelterjedtebb farok-
index becslés a Hill becslés (Hill [31]). A Hill becslésnek szamos véltozata ismert, amelyekr6l
Osszehasonlité kritikai elemzést mutatott be McCulloch [51].

Kvantiliseken alapul6 becsléseket dolgozott ki Fama és Roll [17], [18] , illetve McCulloch
[50]. Fama és Roll a szimmetrikus esetre adtak kezdetleges becslést empirikus megfigyelések
alapjan. Becslésiik egyszertien szdmithatd, de torzitott. McCulloch kiegészitette Fama és Roll
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otletét az altaldnos esetre, eltiintette a torzitottsdgot, €s mind a négy paraméterre konzisztens
becslést adott. Ha az adatok stabil eloszldsbol szdrmaznak, és a minta kelléen nagy, akkor ez
a médszer megbizhaté becslést szolgdltat. A mdédszer jelentds szamitdsi igénnyel rendelkezik,
illetve bizonyos segéd konstansokra is sziikség van, amelyeknek a meghatdrozasa nem egyér-
telmd. Szimul4cids vizsgalatok alapjdn a McCulloch-féle becslés pontossaga kielégitd (Weron
[811).

A maximum likelihood (ML) becslés a hagyomédnyos médon nem alkalmazhat6, mert a st-
rliségfiiggvény nem ismert zart alakban. A ML mddszerrel val6 becsléhez Nolan [55] dolgozott

Pl

ki numerikus eljardst. A STABLE program® a siirtiség és eloszlasfiiggvény kozelitésén kiviil
é
egyéb diagnosztikai rutinokat is tartalmaz. A paramétervektor legyen 6 = (a,f,7,9), a siir-
ﬁ
ségfiiggvény f(x] 6 ), a paramétertér

®=(0,2]x[-1,1] X (0, 00) X (—00, 00).

Adott egy X, X, ...X,, minta, a loglikelihood fiiggvény ekkor
— - —
1(6) = ) log f(Xi[0). (32)
i=1

Nolan médszere a McCulloch 4ltal leirt kvantilis becslést haszndlja kozelité kezdeti értéknek,
mayjd feltételes kvazi-Newton modszerrel maximalizalja a likelihood fiiggvényt. A ML becslés
ismert kedvezd tulajdonsdgai, gy mint a konzisztencia €s aszimptotikus normalitds a stabil
eloszlasok esetében is érvényesiilnek. Ellenben szamitasi igénye jelentds, ahogy Weron [81]
fogalmaz, online valds idejli szdmitasokra egydltaldn nem hasznalhaté.

A karakterisztikus fliggvény kozvetleniil is hasznalhat6 a szimmetrikus esetben, mert ebben
az esetben a fiiggvény valds fiiggvény. Altaldnos esetben is, mivel a karakterisztikus fiiggvény
ismert, ezért sok szerz hasznélja, kombindlja azt kiilonbozé mddszerekkel, pl. momentumok
modszere, ML modszer. Az empirikus karakterisztikus fiiggvényt hasznélja Press [66] minim&-
lis tdvolsdgon alapul6 becslésekhez. A karakterisztikus fliggvényen alapuld regresszids mod-
szert mutatott be Koutrouvelis [39], majd Kogon és Williams [38] a javitasat.

A momentumok mddszere alkalmazhat6 vastag farkd eloszldsok paraméterbecslésére az r-
edik tortmomentumok (abszolit tortmomentumok) hasznalataval, ahol m, := E(|X|"),0 <r <2
az r-edik tortmomentum, m,, = E(|X — ul"),0 < r < 2 az r-edik u-centralis tortmomentum
(Matsui és Pawlas [49]). A tortmomentumok a valdszintiségi valtozo pozitiv és negativ részé-
nek megfelel6 momentumaival adhatok meg. Megjegyezziik, hogy csak az a karakterisztikus
kitevénél alacsonyabb rendd tortmomentumok léteznek, azaz AE(|X"|), ha r < @. A normélis
eloszlas (a = 2) kivételt képez, amelynek természetesen 1étezik masodik momentuma.

Ujabb médszerek Bayes statisztikai megkozelitéseket hasznalnak. Garcia et al. [24] az indi-
rekt kovetkeztetés modszerét haszndlja, amelyben egy ferde t-eloszldsu segédmodellt ir fel, és a
segédmodell paramétereit rendeli hozza a stabil modelleloszlds paramétereihez. A paraméterek
szamitdsa a segéd-modell pseudo likelihood fiiggvényével torténik. Oral and Erdemir [62] a
Metropolis random walk chain médszert, és kdzvetlen numerikus integraldst hasznal.

®A STABLE program elérhets J. P. Nolan stabil eloszldsokkal foglalkozé weboldalarél [61].
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4.2. A robusztus statisztika

A kovetkezd szakaszban a robusztus statisztika alapvet6 fogalmait ismertetem, amelyek el-
engedhetetlenek a dolgozatom 4.3. fejezetében ismertetésre keriil6 paraméterbecslési eljaras
bemutatdsdahoz. A robusztus statisztika legfontosabb eredményeit a Huber [32] és Hampel et al.
[27] konyvek tartalmazzdk. A magyar szakirodalomban Kerékfy [35] foglalta 6ssze a cikk meg-
jelenéséig (1978) elért eredményeket a t€émaban. A robusztussig kifejezést (robustness) Box [5]
hasznalta el6szor. Itt Kendall és Buckland [34] statisztika szotardnak altalanos értelmezését
adom meg. A robusztus statisztika fogalmait Kerékfy [35] dolgozata alapjan mutatom be.

Robusztussag: Sok statisztikai modszer, beleértve a valosziniiségi szinteket, fiigg a feltéte-
lek pontossdgdtol, pl. a vizsgdlt vadltozo normdlis eloszldsi-e. Ha a feltételek vdltozdsdra az
eredmények csak kissé befolydsolodnak, pl. ha egy proba szignifikancia pontjai csak kissé vdl-
toznak, ha a populdcio lényegesen eltér a normdlistol, akkor a probdt robusztusnak nevezziik.
Még dltalanosabb értelemben egy statisztikai eljdrds robusztus, ha nem nagyon érzékeny azokra
a feltételekre, amelyektdl fiigg.

A statisztikai becsléselméletben gyakran feltessziik, hogy a megfigyelt mennyiségek fiigget-
len valdszintiségi valtozok, kozos Fy, eloszldssal, amely egy meghatdrozott

{Fg:9€®}

eloszldshalmazba tartozik. A paramétertér dltaldban az R* k-dimenziés Euklideszi tér egy rész-
halmaza. Megprobdljuk 6, értékét a megfigyelések alapjan becsiilni, azaz keresiink egy leképe-
z€st, amely az Osszes megfigyelések halmazat ®-ba képezi le és 6y-hoz kozeli értéket vesz fel
nagy valdszintiséggel, ha Fy, a valodi eloszlds. Az ilyen felépitést hivjuk paraméteres modell-
nek.

Sajnos a paraméteres modellek szinte sohasem igazak, azaz a valddi eloszlds sosem egyezik
meg a feltételezett paraméteres modellben szerepld eloszlasok egyikével sem. Az eltéréseknek
tobbféle oka lehet, amelyek:

(1) nagy hibék (gross error): egy értéket nem pontosan masoltak le, rosszul olvastak le a mér6-
eszkozrdl,

(2) a mérések korlatozott pontossiga, kerekitések,

72z

(3) a valddi eloszlas jelentdsen kiillonbozik a paraméteres modellben 1évoktdl, a modell csak
kozelitdleg érvényes, vagy a paraméter véltozik az id6 soran.

A robusztus becsléseket akkor hasznaljuk, ha a kiugré értékeket (outliereket) nem akarjuk
vizsgalni, és olyan modszert szeretnénk alkalmazni, amely jol miikodik kiugro értékek, és mas
eltérések esetén is.

A robusztus becslések az (1)-(3) hibakat kezelik azzal, hogy nem egy paraméteres modellt
haszndlnak, hanem a paraméteres modell egy tetszélegesen kicsi kornyezetét. A becslések ta-
volsdagét a Prohorov-tavolsdg segitségével mérhetjiik, amely a fent felsorolt hibdk kvantitativ
mérését teszi lehetdvé. Az (1) eltérés megfelel annak, hogy egy kis tomeg tetszdlegesen he-
lyezkedhet el, a (2) megengedi az egész tomeg elmozduldsat egy kis kornyezetbe. A Prohorov-
tavolsdg a gyenge konvergencidra vezet, igy az a (3) feltételt is tartalmazza.
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Azt fogjuk megkovetelni, hogy a becslés eloszldsa (a Prohorov-tavolsdgra vonatkozdan)
folytonos funkciondlja legyen a valddi eloszldsnak. Azonban ha becslésrdl beszéliink, akkor
mindig becslések egy egész sorozatdra gondolunk. Megtorténhet, hogy a megfigyelések szdma-
nak novelésével a tényleges eloszldsnak egyre kozelebb kell lennie a paraméteres modellhez,
hogy a becslés eloszlasit kozel tartsuk a modellnek megfeleld eloszldshoz. Egy ilyen becslésso-
rozat igen rosszul fog viselkedni nagy n esetén, ezért megkoveteljiik még, hogy a folytonossig
n-ben egyenletes legyen. Ez a robusztussdg kvalitativ definicidja.

A kvantitativ vizsgélatok céljabdl célszer( lineéris megkozelitést alkalmazni, azaz a funkci-
ondl derivaltjat vizsgdlni (von Mises-derivdlt). Ez a derivélt a mintatéren értelmezett fliggvény,
€s elég jol leirja a becslés lokalis viselkedését. Természetes, hogy abszolut értékének felsd ha-
tarat haszndljuk a robusztussag kvantitativ mértékéiil. Ez a szuprémum méri a kiloégo értékek
lehetséges maximalis hatdsét, és ezt nevezziik a becslés érzékenységének (sensitivity).

Legyen (X, A) egy mérhetd tér, ahol X szepardbilis, teljes metrikus tér, A a topoldgia éltal
indukalt o-algebra. Jelolje a metrikat p. Legyen A € A esetén

A ={xeX | p(A,x)<eg}.
12. Definicio. Az (X,A) téren értelmezett P és Q valdsziniiségi mértékek Prohorov-tdvolsdga
n(P,Q)=inf{fe >0 |VAeA: P(A)<Q(A®)+¢eés Q(A) < P(A®) +¢).

Legyen F az (X, A) mérhetd téren értelmezett 6sszes valdszintiségi mértékek halmaza. Ha
n € N, legyen F,, C F azon atomos mértékek halmaza, amelyek atomjainak mértéke 1/n, vagy
annak egész tobbszorose. Az (Xi, Xo,...,X,) € X" megfigyelések meghatirozzdk az F, em-
pirikus eloszlast, és forditva, F,, meghatiroz egy sorozatot. A koordindtik sorrendjét6l most
eltekintiink, azaz nem vessziik figyelembe a megfigyelt értékek sorrendjét. Ezt megtehetjiik,
ha a megfigyelések fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszindiségi valtozok. Az F, elemei ekkor az
n megfigyelésbdl all6 kisérletek kimeneteleinek tekinthetSk. A becsléssorozat tehat egy olyan
leképezés, amely minden megfigyelés n-eshez hozzarendel egy paraméterértéket:

13. Definicio. A {,} sorozatot becsléssorozatnak nevezziik, ha
9, : F, - R
mérhetd leképezés minden n € N esetén.
A 6 paraméter becsléseinek a valds értéki statisztikakat tekintjiik:
B = Fu(Xs, oo, Xn) = Fu(F),
tdgabb értelemben véve a becslés statisztikdknak egy sorozataként foghato fel,
{Onin 2 1},

minden n lehetséges minta elemszamra. Azokat a becsléseket tekintjiik, amelyek funkciondlok,
azaz
,.(F,) = %(F,), minden F,-re és n-re,
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vagy aszimptotikusan kicserélhet6k funkciondlra. Jelolje
domain(9) = {F|F € Fés ¢ definiélt F-re},

ekkor a becslés kicserélhetd aszimptotikusan funkciondlra, ha 1étezik ¢ : domain({}) — R
funkciondl, hogy

Gp(X1, oer X)) — HG),

ahol a konvergenciat valdszinliségben értjiik, ha a megfigyelések fiiggetlen, azonos eloszlasiak
a valddi G eloszlas szerint domain(?) -ben. Azt mondjuk, hogy ¥HG) a {#},; n > 1} aszimptotikus
értéke G-ben.

Legyen &1, &, ..., &,, ... fiiggetlen, azonos eloszlast valdszintiségi valtozok megszamlalhato-
an végtelen sorozata ko6zos F eloszlassal, €s legyen F, az els6 n altal meghatarozott valészi-
niiségi mérték. A 9, : F, — RF leképezés indukdl egy val6szintiségi mértéket R -n, ez 9,
eloszlasa F-re vonatkozoan. Jelolje ezt a valoszintiségi mértéket

LF(ﬂﬂ) = F”ﬁ;l’

ahol 19;1 a 9, teljes inverzét jeloli, azaz egy U € RF Borel halmazra (Ly(1%,))(U) annak a
valdszintlisége, hogy a 9, dltal szolgaltatott paraméterérték az U halmazba esik:

Lr@)(U) = F"({x € X"[¢,(x) € U}).

A kovetkezd definicié egy becslés kvalitativ robusztus tulajdonsagét adja meg, 1ényegében
a v}, becsléssorozat eloszlasainak egyenletes folytonossdgat (equicontinuity) irja le n-re nézve.

14. Definicio. A {J,|n € N} becsléssorozat kvalitativ robusztus az F valosziniiségi mértéknél,
ha
Ve>0:360>0:VneN,VGeF:

n(F,G) <6 = n(Lp(¥,), Lc(¥,)) < &

15. Definicio. A {3,} becsléssorozat kvalitativ robusztus az eloszldsok egy G halmazdn, ha min-
den G € G-nél robusztus. Ha ¥ = G, akkor {9,} kvalitativ robusztus.

Vizsgéljuk meg, mi az a hatar, ameddig a becslés még felhaszndlhat6 informéciét ad. Azaz,
a minta mekkora része tartalmazhat hibds megfigyeléseket ahhoz, hogy ezek a megfigyelések
még ne okozzdk a becslés teljes katasztr6fdjat (haszndlhatatlansagét). A katasztréfapont azt
méri, meddig terjed egy becslés robusztussiga, azaz milyen messze lehet a valddi eloszlds a
paraméteres modelltdl.

16. Definicio. A {},} becsléssorozat € katasztrofapontja F-ben
&' = sup{e < 1; létezik a paramétertérnek olyan K, C ® kompakt részhalmaza,

amelyre n(F, G) < & -bol kovetkezik, hogy G{1}, € K.}) — 1}

17. Definicio. Adott {xy, ..., x,} minta esetén a ¥}, becsléssorozat véges mintds katasztrdfapont-
ja
Ty x1,...,X,) = - max{m; max sup |4,(z1,...,2,) < o0},
Howeslm oy, Ly



ahol az (zy, ..., z,) mintat ugy allitjuk eld, hogy az m szamu adatpont x;,, .. ., x; értékeit tetszdle-
ges vy, ...,y értékekkel helyettesitjiik. Ez a katasztréfapont rendszerint nem figg (x, ..., x,)-
t6l, és csak kis mértékben fiigg az n minta nagysagtol. Sok esetben ha & hatdrértékét vessziik,
azaz han — oo, akkor ez a £* aszimptotikus katasztréfapontot eredményezi.

A becslések differencidlhatosagaval kapcsolatosan szdmos eredmény sziiletett, tobbféle dif-
ferencidlhatésdgot definidltak. A kovetkezd definicidban az in. Gateaux differencidlhatsag egy
specidlis esetét hasznaljuk.

18. Definicio. A 9 funkciondl hatdsfiiggvénye F eloszlds esetén (F-ben):

H(1 = 0)F +tA,) — O(F)
p )

IF(x;%, F) = lim
110

azokban az x € X-re, ahol ez a hatdrérték létezik, és A, jeloli az x pontra koncentrdlt valoszi-
niiségi mértéket.

A hatésfiiggvény intuitiv értelmezésben az x-pontban 1év{ infinitezimalis szennyez6dés (pl.
mérési pontatlansagbol adédé hibas megfigyelés) hatdsat irja le a becslésre, melyet a szennye-
z6dés mértékével standardizalunk. Més széval a megfigyelésekben jelen 1évé szennyezddés
becslésre gyakorolt aszimptotikus torzitdsat méri (Huber [32]). A hatasfiiggvény segitségével
bizonyithat6 a becslések aszimptotikus normalitdsa és a becslések aszimptotikus variancidja is
kiszdmithato.

A hatésfiiggvény segitségével megkaphat6 a becslések aszimptotikus normalitasa

Le(Nn[d, — 9(F)]) == N(0, V(8, F)),

sztochasztikusan, ahol az aszimptotikus variancia
V@, F) = f IF(x;9, F)*dF(x).

Ennek a formuldnak a segitségével kiszamithato két becslés aszimptotikus relativ hatékony-
saga.

19. Definicio. A {T,;n > 1} és {S,;n > 1} becslés pdr esetén T és S aszimptotikus relativ
hatékonysdga

ARErs =V(S,F)/V(T,F).

20. Definicié. Tegyiik fel, hogy az IF(x;, F) létezik. A 9 becslés érzékenysége (gross-error
sensitivity) a hatdsfiiggvény abszoliit értékének szuprémuma

Y (&, F) = sup [[F(x; 9, F),

ahol a szuprémumot minden olyan x -re tekintjiik, ahol az IF(x; 9, F) létezik.

Az érzékenység azt a legrosszabb (legnagyobb, leger6sebb) hatdst méri, amelyet egy kicsi,
rogzitett méretli szennyezddés (lokalis zavard hatds) okoz a becslés értékében. Ezért a becslés
standardizalt aszimptotikus torzitottsdganak felso korlatjanak tekinthetjiik.
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21. Definici6. A 9 becslés B-robusztus F -ben, ha y* (9, F) < oo.

Az M-becslések

Legyen adott az (X, A, Py), 9 € ® C R statisztikai tér, a Py eloszldssereg dominalt a
u mértékkel, azaz 1éteznek a stirliségfiiggvények. Ezenkiviil adott a &1, &, ...£, minta, amely
elemeirdl tudjuk, hogy fiiggetlenek és azonos eloszlasuak, a kozos strtiségfiiggvény f(x, ).

22. Definicid. Legyen p : X X ©® — R. M-becslésnek nevezziik azokat a T, becsléseket, amelyek

minimalizdljdk a
n
D pEsd)
i=1
osszeget U-ra nézve, adott minta esetén.

Az M-becslések elméleti tulajdonsdgair6l Huber [32], Hampel et al., [27] Davies [11] és
Fegyverneki [19] bizonyitottak tételeket. Hampel et al. [27] 0sszefoglalé munkdjdban leirja,
hogyan vezethetdk le M-becslések, valamint a robusztus becslések robusztussagdnak és a ro-
busztussdg mérésének kiilonbozd koncepcidit is bemutatja.

Nagyon sokszor azonositjdk az M-becsléseket a p(x, #) fliggvény derivaltjai alapjan (ha 1é-
teznek) felirt egyenletekkel. Tegyiik fel, hogy a

op(x, 1)
0,

parcidlis derivéltak 1éteznek, s ekkor az M-becslésre teljesiil, hogy

Ym(x, ) = (m=1,2,..,k)

Zwm(f, NH=0 (m=12,..k).
i=1

Funkciondlként is definidlhatjuk az M-becsléseket, azaz M-becslésnek nevezziik azt a funk-
ciondlt, amelyre T(F) € R* minimalizalja az

f p(x, D)dF(x)

integral értékét ¥-ban, ahol p : X x ® — R*, vagy megolddsa az

f Y(x,dF(x) = O

vektoregyenletnek, ahol ¢ : X X ©® — R¥,
Az M-becslések hatasfiiggvénye a kovetkezd:

IF(x;T,F) = My, F)"'y(x, T(F)),

ahol M k X k tipusu matrix, €s

0
M(lﬁ,F)=—f[@t/f(x,ﬂ)] dF(x).

T(F)
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Az aszimptotikus kovariancia matrix

V(T,F) = My, F)™' O, F)IM(y, F)™'1"
ahol

0w.F) = [ U TE W TR dF o),
Ha a becslés konzisztens, azaz

f Y(x, dFy(x) = O
minden ¢ € ®-ra, akkor azt kapjuk, hogy

My, F) = fwx, 9)s(x, 9 dFy(x),

ahol

0 0 0
s(x,9) = 39 In fy(x) = (6_191 In fy(x), ..., 6—191( In fy(x)

ahol fy a Fy -hoz tartozé slriségfiiggvény. Tehat konzisztens esetben Fy-nédl az M-becslés
hatasfiiggvényét a (¥(., 1)) értékei mar meghatdrozzak és nincs sziikség a derivéltakra.
Ha k = 1, akkor a hatasfiiggvény

Y(x, T(F))

IF(x, ¢, F) = ,
wy — [ Z [ D] dF ()

az aszimptotikus szérdsnégyzet pedig
Sy (x, T(F))dF (x)
5
[ & 0. Dy dF )]

A kovetkez8kben a helyparaméter €s a skdlaparaméter M-becsléseinek tulajdonsagait fogla-
lom 6ssze. Legyen X =R, 0 =R, Fr(x) = F(x-T), Ty = 0, és ekkor Y(x, T) = y(x—T) tipusd
Y-fiiggvényeket haszndlunk. A kovetkezd tétel dsszefoglalja a helyparaméter M-becsléseinek
tulajdonsdgait.

V(T,F) =

7. Tétel (Hampel). Legyen ¥ monoton novekvd fiiggvény, amely negativ és pozitiv értékeket is
felvesz. Tovdbbd legyen T (F) az az érték, amelyre

flﬂ(x —T(F)dF(x) = 0.

Ekkor T a helyparaméter becslése, B-robusztus, és kvalitativ robusztus Fy-ndl akkor és csak
akkor, ha  korldtos és T (Fy) egyértelmii. A katasztrofapont

«_ N
g = :
1+7
ahol
= min {_M—oo) _w<+oo>}
Y(+00)" Y(—c0) |

Ha  nem korldtos, akkor T se nem B-robusztus se nem kvalitativ robusztus és € = Q.
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A skdlaparaméter becsléséhez legyen X = R, ® = (0,+00), ¢y = 1, Fy(x) = F(g), S

ekkor Y(x,®) = (119) alaku a javasolt ¢ fliggvény. A robusztussagi tulajdonsdgok hasonlok,
mint a helyparaméter becslése esetén, azaz ha y(x) paros és szigordan monoton nd az {x > 0}
értékekre, akkor

(1) ha y korlatos, akkor a megfeleld becslés B-robusztus, kvalitativ robusztus €s

4 \V) 1
& =—"———< 7}
Y(+o0) —y(0) — 2

(2) ha ¢ nem korlétos, akkor se nem B-robusztus, se nem kvalitativ robusztus és £* = 0.

A hatésfiiggvény a becslés (az aszimptotikus €rték) lokdlis robusztussdgira vonatkozik.
Hampel [28] az aszimptotikus szOrdsnégyzetet is megvizsgalta, amely a konfidenciaintervallu-
mok hosszdhoz kapcsolddik. Erre a célra vezette be a szorasnégyzet-valtozas-fiiggvényt (change-
of-variance function, CVF) Rousseeuw [70]. A téma j6 6sszefoglaldsit adja Hampel et al. [27].

Legyen ¢ folytonos, differencidlhatd, és

Y(=x) = —(x), f W?dF < +oo,

0< f‘VdF = —fw(x)f'(x)dx: fAzde < 400,

ahol f az F eloszlasfiiggvény slrliségfiiggvénye és szimmetrikus, A = (—1In f)’. Ebben a sza-
kaszban csak az ilyen tulajdonsagu fiiggvényeket tekintjiik. Ekkor ha alkalmazzuk az A(y) =
[w2dF és B(y) = [y'dF jeloléseket, akkor

AW) ;. PR W
1 -2
B(w)z( AW TBW

23. Definicio. A y szordsnégyzet-vdltozds-fiiggvénye (change-of-variance function) F-nél

8
2 VW, (1= OF +1G)]g = f [ )] dG(x).

AW) v Y ()
CVF(x;y, F) = 1+ -2 .
)= g ) ~ 25
24. Definicio. A szordsnégyzet-vdltozds-érzékenység (change-of-variance sensitivity)
N CVF(x; Y, F )}
,F) = _— .
K, F) sup{ V. F)

25. Definicio. Az M-becslés V-robusztus F-ben, ha «*(T, F) < co.

Rousseeuw [70] és Hampel bizonyitottak, hogy a V-robusztussagbdl kovetkezik a B-robusz-
tussag, valamint nem csokkend ¢ fiiggvény esetén a V-robusztussag és a B-robusztussag ekvi-
valens.

A hely- és skalaparaméter egyiittes M-becslésének neveziink minden olyan (7, S ) statisz-
tika part, amelyet a kovetkezd két egyenlet hatdroz meg:




n

> x(* ;T) = 0.

i=1

Ebbdl kovetkezik, hogy T, = T(F,) és S, = S(F,) kifejezhetd a T és S funkciondlok

segitségével, amelyeket
x; — T(F)
MU A Y A =
fw( S )F(dx) =0

f )((xi;(—i()F))F(dx) -0

és

definial.

Ha F-et F, = (1 -1)F +16, -vel helyettesitjiik, és vessziik a ¢ szerinti derivaltat t = 0-ban, ak-
kor megkapjuk a hatasgorbéket. Ha F' szimmetrikus, ¢ pératlan, y paros, akkor egyszeriisitések
utan

IC(x;F,T) = l//(S(xF))S(F)
v (55)F.
IC(x;F,S) = X(ﬁ)S(F)

JX (5t )5t T @,

A hely- és skdlaparaméter egyiittes M-becslésérdl talalhatd részletes leirds a Huber [32]
konyv 6. fejezetében. A (7, S) paraméterek egyiittes becslését definidlé egyenletrendszerbdl a
becslések értékei iterdcids algoritmusokkal meghatarozhatéak. A problémara Dutter és Huber
[13] tobbféle numerikus eljirast javasol. A feladat a robusztus regresszids probléma egy speci-
alis esetének is tekinthetd, ahol a klasszikus legkisebb négyzetes eltérések 6sszegének minima-
lizélasa helyett a az eltérések egy p fiiggvényét minimalizaljuk, amely a négyzetes fiiggvénynél
lassabb iitemben emelkedik. Ezdltal a nagyobb eltérések becslésre gyakorolt sulyat csokkenteni
lehet.

A robusztus regresszi6 problémdja a kovetkezd: legyen n megfigyelésiink, xi, x, ..., X,, fi(6)
a modell fiiggvény, 6 = (@, ...,6,)" az ismeretlen paraméter vektor. Tekintsiik a kovetkezd
fliggvényt:

g0,0) = Zp(xi_Tfi(Q))O' + ao, (33)
i=1

ahol p konvex fliggvény, kétszeresen differencidlhato, p(f) > 0 minden ¢ € R-re, p(0) = 0, p(1)/t
konvex, ha ¢ < 0 és konkav, ha ¢ > 0, valamint o > 0, § € R”, és

_ B
a=(n=-p)z,
ahol
B = 280(x(x)).
A & anormadlis eloszlds szerinti varhato értéket jelol,
, dp(1)
1) = )= ——
v =p' () =—
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x(@) = (1) = p(0).

Az a megvalasztisa azt eredményezi, hogy o a hibdk szordsanak konzisztens becslése, ha
azok normalis eloszlasdak. Az f; fliggvényekrol feltételezziik, hogy kétszer differencidlhatdak.
A (33) minimalizalasa ekvivalens a kovetkez0 egyenletek megolddsaval:

Zl//(Xi_Tfi(e))% =0 (j=1...p)
J

i

ZX(Xi - fi(é)) .
i o .

Az egyenletrendszer megolddsara Dutter és Huber [13] tobbféle algoritmust javasol. Az
algoritmusoknak egylépéses és tobblépéses valtozata is hasznilhatd. A H-algoritmus lineariza-
lason alapszik, és minden 1épésben mddositja (winsorizing) a rezidudlisokat.

4.3. A PIT paraméterbecslési eljaras ismert eloszlastipus esetén

A kovetkezd szakaszban egy Uj robusztus statisztikai technikdt mutatok be szimmetrikus sta-
bil eloszldsok paraméterbecslésére, az 1 < @ < 2 esetre. Az eljards az M-becslések csoportjaba
tartozik, és harom stabil paraméter egyiittes, egyidejli becslését teszi lehetévé. A bemutatott
becslési eljards rendelkezik a B-robusztus, V-robusztus és kvalitativ robusztus tulajdonsagok-
kal. A 4.4 szakaszban a becslések kiszamitdsanak algoritmusat is megadom.

Legyenek &1,&;, ... az S(a, B = 0,7, ) szimmetrikus stabil eloszlasbol szairmazo megfigye-
lések, az a, y, 6 paraméterek ismeretlenek, melyeket becsiilni szeretnénk. A ¢ hely- és y ska-
laparaméter becslésére a Huber [32] altal definialt M-becslést alkalmazzuk, amelyhez uj y és
x sulyfiiggvényeket definidlunk. Ezen klasszikus M-becslés haszndlata esetén az eloszlds tipu-
sa ismert, és csak a hely- és skdlaparaméter ismeretlen. Viszont szimmetrikus stabil eloszlasok
esetében az eloszlastipust az a alakparaméter hatdrozza meg, amelyet szintén becsiilniink kell,
tehat az eloszlas tipusa nem ismert.

A klasszikus M-becslés barmely eloszlastipus esetén alkalmazhaté a hely- és a skdlapara-
méter becslésére, igy a stabil eloszlastipus esetében is. A bemutatott ij moédszerben az eloszlas-
tipust helyettesitjiik a Cauchy és a normélis eloszlas ismert eloszlasfiiggvényével, és a hely- és
skdlaparaméter egyiittes M-becslésébdl adédé meghatarozott skdlaparaméter becsléssorozatot
hasznaljuk fel az alakparaméter becslésére.

A kovetkezSkben el8szor bemutatom Fegyverneki [19] alapjan a hely- és skdlaparaméter
egylittes M-becslését lehetové tévo sulyfiiggvények felirdsat és egy numerikus megoldasi mod-
szert, arra az esetre, ha az alakparaméter ismert. Majd ezt az eljarast felhaszndlva bemutatom az
alakparamétert is becsld, a harom ismeretlen stabil paraméter egyiittes becslését meghatarozo
Uj modszert.

Ismert eloszlastipus esetén a klasszikus M-becslés a kovetkezd. Legyenek a megfigyelé-
seink xp, xp, ...x, fiiggetlen, azonos eloszlasu valosziniiségi véiltozok, melyek az F eloszlasbol
szarmaznak. Legyen

Fo((x=T)/S) = F(x),
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azaz F és F azonos tipusu, F az eloszlastipus kitiintetett tagja, €s az S skdla és T helyparamé-
tert Fyp-hoz képest definidljuk. A hely- és a skdlaparaméter (7, S ) egyiittes M-becslése (T}, S )
a kovetkez6 egyenletrendszer megoldésa:

Dy

x;, — T,
25

n

T,

)=0, (34)

):o, (35)

ahol a 7, a helyparaméter, S, a skalaparaméter aktudlis becslése, ¥ és y alkalmas sulyfiigg-
vények, x; jeloli a minta elemeket. A ¢ és y sulyfiiggvények megvélasztisa mas-mds becslést
eredményez.

Alkalmazzuk a Probability Integral Transformation (PIT) technikét és a momentumok maéd-
szerét a Y és y fliggvények meghatarozasdhoz. J6l ismert, hogy ha egy & valdsziniiségi valtoz6
F eloszlasfiiggvénye invertdlhatd, akkor az F(&) valészintiségi valtozé egyenletes eloszlasu a
(0, 1] intervallumon. Alkalmazzuk a momentumok mddszerét a transzformélt egyenletes vald-
szinliségi véltozora:

« 1
Iw FdF = 5 (36)
w0 1\’ 1
Vagy masképpen .
E-T
im0 - 1
E-T 1
Di{F(*5~)) = 13

Rendezziik at az egyenleteket és hasznéljuk a varhat6 érték €s szorasnégyzet helyett az atla-
got. AT és S paraméterek egyiittes M-becslését definidl6 implicit fiiggvények ekkor:

Y5 =0 (38)

ST - v -

Tehat az M-becslés ¢ és y sulyfiiggvényei:

1
Y(x) = Fo(x) = =,

Iy 1
=(Fy(x)— =) — —
X = (Fow) - 5) - 5.
ahol B egy konstanst jelol. Ha a mintaclemek valddi eloszldsa éppen F, akkor B értéke

éppen 1/12. Ha nem &-nek megfelel$ eloszldstipust hasznédlunk, azaz a mintaelemek eloszldsa
nem az F tipus, akkor




WW%§F3=WM%§D=
((§ST L g T

:B,

azaz
B = D, (W(€) (40)

-ként 4ll el6.

Az (38) és (39) egyenletrendszer iterativ algoritmussal, az un. ping-pong médszerrel oldhaté
meg. A mddszer numerikus viselkedése, konvergencidja megtaldlhaté Dutter €s Huber [13] dol-
gozatdban. A médositott Newton modszer alapjdn az alabbi két egyenletet felvaltva oldjuk meg:
az elsd egyenletbdl kapott helyparamétert a masodik egyenletbe helyettesitve Uj skdlaparaméter
értékhez jutunk. Ezt a skdlaparaméter becslést felhaszndlva ismét az elsd egyenletet szdmitjuk
ki. A kivant pontossag eléréséig ismételjiik a 1épéseket.

A helyparaméter kozelitése:

1 N x =T
Tl =TS ) (41)
i=1 n
A skélaparaméter kozelitése:
(m+1)
[SP = 1)3 Z (5w —— ISP (42)
A sulyfiiggvény
V) = Fo() - 3.
a kezdeti ért€kek
T,(lo) = med{x;}, (43)
SO =cC-MAD, (44)

med{x;} jeloli a medidnt, MAD jeloli a medidn abszoluit eltérést
MAD = medf|x; — med{x;}|},

valamint § és T az S skdla- és T helyparaméter aktudlis becslései az m-edik iteracioban.
A C konstans értéke
C=F;'(3/4),

amelyet a kezdeti becslés torzitatlansdga miatt alkalmazunk (¥ szimmetrikus eloszlas).

Ismert eloszléstipus esetén, azaz ha F eloszléds ismert, akkor a ping-pong mddszer segitsé-
gével a hely- és skdlaparaméter egyiittesen becsiilhetd. Ebben az esetben a becslések egyiittes
eloszldsa aszimptotikusan normalis, és a kovariancia matrix megadhatd, Fegyverneki [19]. Le-
gyen & = Sn + T, ahol az n valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvénye Go(x). Legyen adott az
&1,&, - -+ minta és G eloszlastipus, &; valoszintiségi valtozo eloszlasa Go((x — T)/S).
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8. Tétel (Fegyverneki). Tegyiik fel, hogy G, differencidlhato, szigoriian monoton novekvd és
Go(0) = 0.5. Ekkor T, és S, jol definidltak, azaz az (38), (39) egyenletrendszernek létezik
egyértelmii megolddsa, amelyre S, > 0.

9. Tétel. A (T,,S,) becslések két dimenzios egyiittes eloszldsa a 8. Tétel feltételeinek teljesiilése
esetén, normdlis eloszldshoz tart

VAT, S,) — (T, 5)) 2 N(O, %),
ahol a X kovariancia mdtrix * = C-'D[C']".

A C és D matrixok

D:( EW*)  EQax(p) ):( Lo )
EWmxm)  EQ* () 0 L)

ahol n ~ Gy. A kovariancia matrix fiigg az F|, tipustol.

18

10. Tétel. A PIT becslések a 8. Tétel feltételeinek teljesiilése esetén B-robusztusak, V-robusztusak,
kvalitativ robusztusak és a katasztrofapontjaik

o
g (T,) =——=0.5, ahol 0= min{

3 _Y(=00)  Y(+o0)
1+6

Y(+00)"  Y(—o0)
“ 0 1
£(S,) = _ O ——
X(=00) —x(0) 3
A stabil paraméterek PIT becslésének torzitatlansaga kovetkezik Hampel et al. [27] ered-
ményeibdl felhasznédlva Fegyverneki [19] dolgozatat.

4.4. PIT paraméterbecslés nem ismert eloszlastipus esetén

Az ismert eloszlastipus esetén tehat a hely- €s skdlaparaméter egyiittes M-becslésének ro-
busztus jellemz6i ismertek, a probléma az ismert algoritmusokkal megoldhaté. Ha a stabil alak-
paramétert is a mintabodl becsiiljiik, akkor F , eloszlastipus nem ismert. A becslési eljarasban az
Fy . eloszlasra a ¢ fliggvény, és a B ért€k szamitasakor van sziikség. Mivel az F, nem ismert,
a javasolt 4j mddszer szerint haszndljuk a skdlaparaméter meghatdrozdsahoz a stabil eloszlasok
csalddjanak két ismert szimmetrikus tagjit, a normélis eloszlast (o = 2), é€s a Cauchy eloszlést
(o = 1) az ismeretlen F, helyett a ¢ fliggvényben.

26. Definicio. (Normalis eloszlas, @ = 2)

f(y,0:x) =

(-7

4mry?
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04 T T T
D -
Cauchy
Mormalis
a5 ] ] | ] ] ]
5 -4 3 2 1 a 1 2 3 4 5
z fuggvények
I:I25 T T T T T T T T T
02 .
0.158

a.1
0.05

Cauchy
Maormalis |

005

a1 1 1 ! 1 1 ! 1 1 1
-0 -4 -3 -2 -1 a 1 2 3 4 )

3. dbra. A ¢ és y sulyfiiggvények, @ = 1 ésa = 2

27. Definici6. (Cauchy eloszlas, @ = 1)

1 Y
,03) = ——/———— > 0, oeR.
Sy, 65 %) irraoor
Nemcsak az iteracio sulyfiiggvényeinek szamitdsdnal, hanem a B értékének meghataroza-
sdhoz is sziikséges a ¢ fiiggvényben az F, helyettesitése. A B értéke tovabba fiigg a minta «
paraméterétdl az integrandus miatt, ezért B(«@) a tovabbiakban az a paraméter fliggvénye.
Helyettesitsiik be egyenként a két ismert eloszlasfiiggvényt, O(x)-t és

Feaucny = 1/marctgx + 1/2,

a Cauchy eloszlasfiiggvényt a Y(x) = Fo(x) — 0.5 sulyfiiggvénybe. A 3 dbrdk mutatjdk a
és y sulyfiiggvényeket a normdlis és a Cauchy eloszlisfiiggvény behelyettesitésével. A két F
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eloszlasfiiggvény haszndlatdval két kiilonbozé B fiiggvényhez jutunk: az egyik esetben Fy-ként
a Cauchy eloszlés eloszlasfiiggvényét

f (—arctgx) dF, = f (—arctgx) fo(x)dx = By(a), 45)
oo T —eo T
a masik esetben pedig az F eloszlasfiiggvényként a normalis eloszlés eloszlastiiggvényét hasz-
néljuk

[ (@w-3)ar. = [ (0e)1-3) s = S, (46)

ahol F, és f, jeloli az a-stabil minta eloszlds €s siiriségfiiggvényét.

Ha a 8B értékét ezek alapjan ismerjiik, akkor a skalaparaméter becslését mind a két ismert
eloszlasfiiggvény hasznélatdval ki lehet szdmitani. Az integrél értékének meghatdrozdsa he-
lyett a becslés kiszamitdsa sordn a B fiiggvényeknek egy eldzetesen meghatdrozott raciondlis
tortfiiggvény kozelitését alkalmazzuk. Ez4ltal elkeriilhetd a numerikus integrélds, azaz az algo-
ritmus gyorsithatd. A tortfiiggvény kozelités meghatarozasanak 1épéseirdl szl dolgozatom 4.6.
fejezete.

A B fliggvények az integrandusban tartalmazzak az ismeretlen f, a-stabil stiriségfiiggvényt,
tehdt a B fiiggvények fliggenek a minta ismeretlen « alakparaméterétdl, amelyet becsiilni sze-
retnénk. Ugy tiinhet, hogy a skdla- és a helyparaméter kiszdmitasahoz a ping-pong médszer
haszndlatdhoz sziikségiink van az alakparaméter ismeretére. A javasolt algoritmus ezt a kon-
cepciot forditja meg. Az o paraméter valamely feltételezett értékei esetén szdmithat6 skalapa-
raméterek egy becsléssorozata, és ennek a becsléssorozatnak a segitségével becsiilhetd a minta
keresett a paramétere.

Jeloljik a Cauchy és normélis eloszlasfiiggvény behelyettesitésével kapott fliiggvényeket
Bi(a) -val és B,(a)-val. Jeloljiik tovabba a Bi(a) és B,(a) fliggvények haszndlataval (42)
egyenlet szerint szamitott skdlaparaméter becsléseket S |(a)-val és S,(a)-val. A skdlaparaméter
becslések a B fiiggvényeken keresztiil szintén fliggenek az alakparamétertdl, és a skalaparamé-
ter becslések numerikusan tetszoleges a esetén kiszamithatdak az [1, 2] intervallumon.

Ha egy rogzitett minta esetén a mintdnak megfeleld a paraméterl F, — ¢ haszndljuk a
fliggvényben, akkor a ping-pong mddszer megadja a skdlaparaméter torzitatlan becslését. Ha
Fy-ként nem a megfeleld stabil eloszlasfiiggvényt hasznéljuk, de az integrandusban szerepld
[, stiriségfiiggvény megfeleld, akkor is megkapjuk a torzitatlan becslését a skalaparaméternek.
Tehét, ha nem a megfelel6 F, -t hasznaljuk B-ben, akkor az S(a) és S,(a) skdlaparaméter
becslések minden a € [1,2]-ra el fognak térni (torzitottak lesznek), kivéve a minta keresett
paraméterénél, amelyet jeloljiink & -val. A & pontban a skédlaparaméter becslések a két elosz-
lasfiiggvény hasznalataval megegyeznek, azaz S (&) = S2(@).

Az « alakparaméter becslését az az a € [1,2] jelenti, amely pontban a két S(a) és S,(a)
skdlaparaméter becslés megegyezik. Ha a skalaparaméter becsléseket o fiiggvényének tekint-
juk az [1, 2] intervallumon, akkor a skdlaparaméter fiiggvények két monoton novekvd, konkdv
gorbét alkotnak, amelyeknek csak egy metszéspontja 1étezik, a keresett &.

1. TEZIS. Ismert « alakparaméteri eloszldstipus esetén az M-becslés haszndlhaté a stabil
eloszldasok hely- és skdlaparaméterének becslésére. Ha mds alakparaméternek megfeleld I,
eloszlasfiiggvényt valasztunk a sulyfiiggvényben, a segitségével meghatdrozott B érték fel-
haszndldsdval a hely- és skdlaparaméter torzitatlan becslését adjuk (1 < a < 2).
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4. dbra. A ping-pong moédszerrel meghatarozott S {(@) és S (a) skalaparaméter gorbék n = 50 elembdl,
a = 1.2 (feliil) és a = 1.8 (alul) esetén

42



2. TEZIS. Ha az alakparaméter sem ismert, akkor a Cauchy és a normdlis eloszlds alapjdn
a becsiilt skalaparaméterek osszehasonlitasdaval megadhato az alakparaméter becslése és igy
a szimmetrikus stabil eloszlds alak-, hely- és skdlaparamétere egyszerre becsiilheto.

4.5. A becslések kiszamitasanak algoritmusa

A skalaparaméter fiiggvények metszéspontjdnak a meghatdrozasidhoz egy iterativ interval-
lumfelezéses algoritmust haszndlunk. A kezdeti értékek legyenek @ = 1 és @ = 2, az a pa-
raméter értékének lehetséges tartomanyanak két végpontja. Kiszdmitjuk mindkét végpontban
mindkét B fiiggvénnyel az S () és S () skdlaparaméter becsléseket, ez dsszesen négy skala-
becslést eredményez. A [1,2] intervallum végpontjaiban az 0sszetartozé skalabecslések kozotti
kiilonbség eldjelet valt, ellenkezd esetben nincs az intervallumban metszéspont.

Az inicializélds utdn kiszamitjuk az intervallum kozéppontjat, és kiszamitjuk az S, és S,
becsléseket ebben a pontban. Meghatarozzuk a kovetkezd iterdciéhoz az intervallum végpont-
jait, azaz ugy véltoztatjuk meg az intervallumot, hogy a metszéspont még mindig a vizsgalt
tartomadnyban legyen. A pontossag tetszdleges e-ra bedllithatd, tehat ha az eltérés d = |a;_; — a;
két egymdst kovetd iterdcidban kisebb, mint a meghatdrozott € pontossig érték, akkor megall
az iterdcié. A minta % skéla - és 6 helyparamétere az utolsé a iterdciéban meghatérozasra keriilt
S és §S,, valamint T és T, atlaga.

Algoritmus
1. Az e pontossag beallitisa.
2. Inicializalas: ap =a;, =1€ésa; =ay =2
3. ASq(ay), So(ap), Si(ay), S,(ay) kezdeti becslések kiszamitasa.

4. Kezdeti feltétel ellendrzése: ha S ((az) < So(ar) és Sa(ay) < S1(ay) akkor van metszés-
pont, egyébként az algoritmus nem ad becslést a-ra (kilépés -1).

5. While |a;_; —a;| > €

a; .= (CIU + aL)/2, S 1((1,') és Sz(a,') kiszamitasa.

Ha S (a;) < S»(a;), akkor a;, := a;, egyébként ay := a;.
6. &= a;
7.9 :=(Si(a) + S2a)/2) és 0 := (T, + Tr,)/2

Az 4 - 7. dbrdkon a PIT algoritmus futtatdsaval kapott skdlaparaméter gorbék szerepelnek
kiilonb6z6 « és y paramétert, valtozé mintaclemszamu véletlen mintdk esetén. A gérbék met-
széspontja mutatja a vizszintes tengelyen a becsiilt alakparamétert, a fliggleges tengelyen pedig
a becsiilt skalaparamétert. Az abrak a futdsok sordn kapott skalaparaméter becsléssorozatokbol
késziiltek, tehat a kiszamitott becslés kozelében tobb pont taldlhat6. A mintaelemszam nove-
1ésével —ahogy az vdrhato— egyre pontosabb a paraméterek becslése, mind az alakparaméterre,
mind a skédlaparaméterre nézve.

Az 4. -6. dbrdkon a véletlen mintdk skdlaparaméterének értéke minden esetben y = 1, és a
helyparaméter értéke nulla (6 = 0). A mintdk elemszdma (n) és az alakparaméter (@) az 4. dbran
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5. abra. A ping-pong mddszerrel meghatarozott S () és S, (@) skdlaparaméter gorbék n = 500 elembdl,
a = 1.3 (feliil) és a = 1.7(alul) esetén
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n =50, fenta = 1.2, lenta = 1.8. Az n = 50 elemszam esetén még jelentSs a véletlen becslésre
gyakorolt hatdsa, jelentSs az eltérés a véletlen minta paramétere €s a becsiilt értékek kozott. Az
5. dbran mdr nagyobb, n = 500 elemii véletlen mintdkra futtatva a becslési eljarast, pontosabb
becslések adodtak, itt az alakparaméter értéke a fenti dbrdn @ = 1.3, a lenti dbran @ = 1.7 volt.

A 6. dbrdn a mintaelemszdm n = 5000, és a generalt mintdk alakparamétere a fenti abran
a = 1.4, alenti dbrdn @ = 1.6 volt. A 7. dbrdn nem standardizdlt mintdra lathaté a kapott
becsléssorozat, ekkor a generdlt mintdk n = 500 elemiek voltak, az alakparaméter értéke a
fenti és a lenti dbrdn is egyardnt @ = 1.5, és a skdlaparaméter értéke fent y = 5, lent pedig
v =0.5.

A bemutatott becslési eljardsnak vannak korlatai. A médszer szimmetrikus stabil eloszlasok
feltételezése mellett hasznalhatd, mivel az eljarasban hasznalt F, tipusok (a Cauchy €s a nor-
malis eloszlds) szimmetrikus eloszldsok. A paramétertér, amelyen az « alakparamétert becsiilni
tudjuk az (1, 2) intervallum. Habar a 8 fiiggvények @ < 1-re is meghatarozhatéak lennének
numerikusan, erre az intervallumra nem szamitottam ki a B fliggvények kozelit6 értékeit. Mivel
az a < 1 esetben a stabil eloszlds varhato értéke nem véges, ez a tartomany a gyakorlat szem-
pontjabdl kevésbé fontos, mint az 1 < o < 2 tartomdny. A gyakorlati alkalmazasokban, péld4ul
a portfolio kivalasztasi feladatban, ahol a hozamok eloszldsdanak varhat6 értéke a befektetés
varhaté hozamat adja meg, dltaldban fontos, hogy létezzen a véarhat6 érték.

Egy masik probléma, amely f6ként kis mintaeclemszamok esetén jelentkezhet, hogy a ska-
laparaméter gorbék metszéspontja kiviil esik az [1, 2] intervallumon. Ennek esélye nagyobb,
hogyha az a paraméter kozel esik a végpontokhoz. Ez a probléma részletesebben is bemuta-
tasra keriil a szimulaciokrodl szol6 5. fejezetben. Ha a metszéspont kiviil esik az intervallumon,
akkor a médszer sajnos nem szolgéltat érvényes becslést az alakparaméterre.

A 5. fejezetben a mddszer implementdldsaval, és az eredmények megbizhatésdgaval, pon-
tossdgaval foglalkozom. A mddszer szimuldcids vizsgdlataim alapjan hasonlé tulajdonsdgokkal
(variancia, MSE érték) bir, mint a szakirodalomban ismert médszerek (Fama és Roll kvantili-
seken alapul6 eljardsa, McCulloch médszere, a regresszids tipust becslés, és a momentumok
moddszerének véltozata). A javasolt eljards haszndlatdnak el6nye, hogy konnyen implementél-
hatd, és az eredmény garantdltan a vizsgélt paramétertérbe esik. A mddszer futds idé6ben nem
hasznal numerikus integralast, igy gyorsabb lehet, mint a numerikus integralast hasznal6 algo-
ritmusok (pl. ML mddszer).
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4.6. A B fiiggvények kozelitése

A PIT becslési eljaras haszndlatdval a szimmetrikus stabil eloszldsi minta alak-, skala- és
helyparamétere egyiittesen becsiilhet6 nagy pontossidggal. A becslések kiszdmitdsahoz az 4.5.
szakaszban bemutatott algoritmus alapjan sziikséges a B fiiggvények értékének megfeleld pon-
tossdgu ismerete tetszdleges 1 < @ < 2 pontban. A B fiiggvények egy-egy szérdsnégyzetet
jelenitenek meg,

B = Dp, (&), 47)
ahol {
W) = Fo) = 5,

és F; a mintdnak megfeleld stabil eloszlasfiiggvény, F és F, azonos tipust, és F, az eloszlas-
tipus kitiintetett tagja. A B ért€ke 1/12, ha a £ minta eloszlasfiiggvénye éppen F, egyébként
pedig a fliiggvények pontos értékét a (45) és (46) egyenletek alapjdn a

1 [oe] 00 1 N
Bi(a) = — f f (—arctgx)ze_k cos(kx)dkdx, (48)
T J-co JO T

By(a) = % f ) fo ) (@) - %)Ze—k" cos(kx)dkdx., (49)

formuldk adjdk meg, ahol f, helyére a (6) szerint definidlt stabil szimmetrikus striségfiiggvényt
helyettesitettem. A (48) formula esetén a i fiiggvényben szerepld F eloszlasfiiggvény a stan-
dard Cauchy eloszlasfiiggvény, mig a (49) formula esetén az F fiiggvény a standard normalis
eloszlasfiiggvény.

A (7) formula alapjan, amely az 4ltalanos szimmetrikus stabil stirliségfiiggvényének sorfej-
téses reprezentdcigjat tartalmazza a B fliggvények alakja:

R 2o (1" _2m+ 1y 5,
Bl(a/)—a[m (;arctgx) 2, (2m)!l"( > )x dx,

By(a) = L f ) (@) - 1)2 Y (_1)mF(2m+1)x2mdx.

b1(0}% 2 o 2m)! a

A 8B fiiggvények tehat tartalmazzak az integral alakban vagy sorfejtéses alakban ismert a-
stabil stirtiségfiiggvényeket. Az 4.5. szakaszban bemutatott algoritmusbeli iteracidk aktudlis a
kozelitéseinek megfeleld fiiggvény értékeket a (48) és (49) képletek alapjan numerikus integra-
lassal kellene meghatdrozni, de ez jelentdsen novelné a szamitasi igényt. A futdsi iddben torténd
numerikus integralds elkeriilése, és ezéltal az algoritmus gyorsitdsa érdekében a B, és B, fiigg-
vényeket raciondlis tortfiiggvényekkel kozelitettem.

A raciondlis tortfiiggvény kozelités a legjobb egyenletes kozelitések koziil 1ényegesen ki-
sebb hibdval rendelkezik, mint példaul a polinom approximécié. A fiiggvények legjobb egyen-
letes kozelitésének meghatarozashoz legyen f € Cla, b] a kozelitendd fliggvény, amelyet egy
F(x) = Fs(x) € Cla, b] paraméteres fiiggvénnyel kozelitiink, ahol A = [ay, ...,a,]" € Q,Q C R"
adott paraméterhalmaz. A fiiggvénykozelités josdgat az e(x) = f(x) — Fa(x) hibafiiggvény nor-
majaval mérjiik.
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A legjobb fiiggvénykozelités (approximdacid) azt jelenti, hogy adott norma esetén keressiik
azt az A* paramétervektort (F4-(x) kozelitd fliggvényt), amelyre fenndll, hogy

If = Fall < |If = Fall, VA € Q.
Az F4-(x) megoldast a legjobb approximdcidnak nevezziik. Ha a norma azonos a

lligllc = max [g(x)]
x€la,b]

Csebisev normaval, akkor legjobb egyenletes kozelitésrdl, vagy Csebisev-féle approximaciordl
beszéliink.

Legyen R(m,n) mindazon r(x) = p(x)/q(x) alakd raciondlis tortfiiggvények halmaza, ahol
p(x) € P,, g(x) € P,, P, jeloli a legfeljebb n-edfokd polinomok halmazit, és a p(x) és g(x)
polinomoknak nincs k6zos zérushelyiik. Az f € Cla, b] fliiggvények

apg+a1x+ ...+ a,x"

r(x) =

" by +bix+ ...+ bx"
alaku legjobb approximaciojét keressiik Csebisev normdban.

11. Tétel. Ha f € Cla, b), akkor létezik legjobb egyenletes approximdcio, azaz olyan r*(x) €
R(m, n) raciondlis tortfiiggvény, hogy

If =rlic <lf =rllc r(x) € R(m,n)

28. Definici6. Az a < x; < x; < ... < xy < b pontokat az f(x) — r(x) hibafiiggvényre nézve
alterndlo pontoknak nevezziik, ha

If ) = r(xpl = If = rlle (J=1..N)
f(xj) - ”(xj) = —[f(xj+1) - ”(Xj+1)] G=1.,N-1

12. Tétel. Legyen adott f(x) € Cla, b]. Az r(x) = p(x)/q(x) € R(m,n) raciondlis tortfiiggvény
akkor és csak akkor az f fiiggvény legjobb egyenletes approximdcidja, ha az f(x) — r(x) fiigg-
vénynek létezik egy N = 2 + max{n + dp, m + 0q} pontbol dllo alterndlo ponthalmaza (0p a p(x)
fokszdma, 0q a q(x) fokszdma. )

13. Tétel. A legjobb egyenletes raciondlis approximdcio egyértelmil.

A fiiggvények Csebisev-féle legjobb kozelitésének elmélete, az itt megadott tételek bizonyi-
tasai megtaldlhatok példdul Kincaid és Cheney [37] konyvében.

A kovetkezd szakaszban a B fiiggvények legmegfelelobb raciondlis tortfiiggvény kozelité-
sei meghatdrozdsanak 1épéseit ismertetem. A kozelitést két 1épésben hatdroztam meg. El6szor a
fliggvények kivalasztott alappontokban felvett értékeit kozelitettem véletlen mintdk segitségé-
vel, majd a fliggvényértékekre timaszkodva meghatdroztam a raciondlis tortfiiggvényeket. Az
alappontokat €s a tortfiiggvény kozelités fokszdmat (m és n) magam vdlasztottam ki, és a fligg-
vényértékeket is csak kozeliteni tudjuk, a kapott raciondlis tortfiiggvények nem az egyenletesen
legjobb raciondlis approximdciot jelentik, csak egy azt megkdzelitd approximéaciot.
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A kozelitendd fiiggvények valasztott alappontokban felvett fiiggvényértékeinek kiszamita-
sdt a nagy szdmok torvénye teszi lehet6vé, azaz a fliggvényértékek kozelithetdek az atlaggal. Az
F, mérték szerinti integrélds adott a-stabil eloszldsu véletlen minta generéldsaval, és a generalt
mintaelemek helyettesitésével hatdrozhaté meg:

1 n
Bi(a) ~ ~ ;«D(xo - 0.5)%, (50)
By ~ L3 (] ? 51
(@) ~ - Z (;rarctgx,-) . (51)

i=1

A raciondlis tortfiiggvényes kozelités meghatirozasdhoz az @ = 1,1.05, 1.1, ..., 1.95, 2 érté-
keket védlasztottam, azaz Osszesen 21 alappontot vettem fel. A valasztott alappontokban a (50)
€és (51) formulék alapjdn 5 milli6 elembdl 4116 a-stabil véletlen mintdk segitségével kozelitettem
a B, és B, fiiggvényeket. Az 5 millié elembdl 4116 mintdkbodl készitett kdzelitést 200-szor ismé-
teltem meg, és az ismétlésekbdl kapott értékeket atlagoltam. Tehat ezzel a mddszerrel Hsszesen
1 millidrd véletlenszdmbodl hatdroztam meg a fiiggvények alappontokban felvett értékeit. A vé-
letlenszdmok generdlasat a (60) formula alapjan végeztem.

A kozelités meghatarozdsahoz MATLAB fiiggvényeket készitettem. Az .m fajlokat részle-
tesebben a dolgozatom 7. fejezetében ismertetem. A fiiggvényértékek kiszdmitdsandl a norma-
lis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékét a MATLAB-ban rendelkezésre 4ll6 (beépitett) fiigg-
vénnyel kaptam meg.

Az alappontokban érvényes kozelitd fiiggvényértékek pontossagéardl informécidval szolgal-
hat az @« = 1 alappontban kapott $B,(1), valamint a @ = 2 alappontban kapott B,(2) érték,
ugyanis ezekben a pontokban a fiiggvény értékei pontosan 1/12-del egyenléek. Az intervallum
masik két végpontjdban is meghatdrozhat6 a fiiggvényérték nagy pontossaggal (a MAPLE 15
szoftverrendszer segitségével), amelyek B;(2) = 0.04556423, valamint B,(1) = 0.12680134. A
szimuldcidval meghatdrozott kozelitd értékek a nagy pontossagu értékekkel dsszehasonlitva 5
tizedesjegy (107>) pontossaguak.

A 200 i1smétlésbdl kapott kozelitd ért€kek szordsa a B, fiiggvény esetében 0.00003-rol
(¢ = 1) 0.00001-re (@ = 2), mig a B, fiiggvény esetében 0.00004-r61 0.00003-ra csokkent.
A csokkenés mind a két fiiggvénynél kozel linedris jellegli, a B, fliggvénynél egy kicsit talan
lassabb iitemd. A szérdsok alakuldsat az @ paraméter fiiggvényében mutatja a 8. és a 9. 4bra.
Az 1. tablazat tartalmazza a két fiiggvény kozelitett értékeit az alappontokban.

A 10. és 11. dbrdkon a kozelitett fliggvények lathatok. A kozelitett fliggvények jellege miatt
a tortfiiggvényes kozelités fokszamanak megvélasztisakor érdemes a szamlilot eggyel maga-
sabb foku polinomnak vélasztani, mint a nevez6t. Ezzel egy olyan kifejezést kapunk, amelynek
képe hasonléan a kozelitendd fiiggvényekhez, linearishoz hasonld. A legmegfelelobb raciondlis
tortfiiggvényt kiillonboz6 fokszdmi polinom péarok hasznalatdval kerestem.
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1. tablazat. A B és B, fiiggvények értékei az @ = 1, 1.05, ..., 2 alappontokban

a

B (@)

By ()

1.00
1.05
1.10
1.15
1.20
1.25
1.30
1.35
1.40
1.45
1.50
1.55
1.60
1.65
1.70
1.75
1.80
1.85
1.90
1.95
2.00

0.08333268
0.07941931
0.07588209
0.07267831
0.06976327
0.06711412
0.06469494
0.06248928
0.06046750
0.05860996
0.05690556
0.05533790
0.05389250
0.05255457
0.05132104
0.05017641
0.04911322
0.04812502
0.04721128
0.04636014
0.04556340

0.12680106
0.12271293
0.11895612
0.11548698
0.11227325
0.10931583
0.10657474
0.10403059
0.10167604
0.09948424
0.09745172
0.09556008
0.09379953
0.09215979
0.09062897
0.08919795
0.08786609
0.08661367
0.08544831
0.08436018
0.08333157

A tortfiiggvények, amelyeket vizsgéltam az R(5,4), R(4,3), R(3,2), R(2, 1) voltak, azaz

asx> + ayx* + a3x® + axx® + a1 x + ag

Bialx) =
B x4 +b3x3 +b2X2 + bix + by
4 3 2
3 ( ) X +a3x +arx” +a1x+ q
i,B\X) = .
' x3+b2x2+b1x+b0
3 2
azx” + arx” +a1x+ ao
Bio(r) = XL
X2+ bix+ by
2
X~ +ax + a
Bip(x) = ;

X+ by

aholi=1,2,és A, B,C és D jeloli a vizsgdlt tortfiiggvény kozelitéseket.

A tortfiiggvény kozelités alakja altalanosan:

Bi(x) =
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(53)
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(56)
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10. dbra. A B () figgvény kozelitett értékei
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11. dbra. A B () fiiggvény kozelitett értékei
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Az alappontok fiiggvényértékeinek ismeretében az ismeretlen as, ..., ag, b3, ..., by egyiittha-
tok meghatdrozhatok. Jelolje a; a kivalasztott alappontokat, i € Z. A (57) formula alapjin

n—1 m
Bl ) bila) +(@)") = (D a@)’), (58)
k=0 =0
m n—1
(D> aj@)) - Ban( ). b)) = a}Bla). (59)
j=0 k=0

Tehat Osszesen 21 linedris egyenletet készithetiink, amelyekben az a; és by egyiitthatok az
ismeretlenek. Az egyenletrendszer egyenleteit tehat gy kapjuk, ha valamilyen médon kiva-
lasztunk bizonyosakat a 21 alappont koziil. Az alappontok kivédlasztdsandl fontos, hogy a ki-
valasztott ponthalmaz tartalmazza az intervallum végpontjait, és a kozbeesd pontok nagyja-
bdl egymastol azonos tdvolsagra helyezkedjenek el. A vélasztott pontok szaméatdl fiiggden a
megoldand¢ linedris egyenletrendszer tilhatarozott (ha tobb alappontot valasztunk, mint ahany
ismeretlen egyiitthatét szeretnénk kiszamolni), vagy olyan egyenletrendszer, amely négyzetes
egylitthatomatrixszal rendelkezik (az alappontok és ismeretlenek szdma megegyezik).

2. tdbldzat. A legmegfelel6bb tortfiiggvény kozelités keresése sordn vizsgalt fokszdmok és alappontok

sorszam m n i.sz. a.sz. alappontok
1 5 4 10 10 [1,1.1,1.2,13,14,15,16,1.7,1.8,1.9,2
2 5 4 10 11 1,1.05 1.1, 12,13, 14,15,16,1.7,1.8, 19,2
3 5 4 10 12 1,1.05 1.1,1.2,1.3,14,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9,1.95,2
4 4 3 8 8 111,12 14,16,18 19,2
5 4 3 8 9 1,1.1,12, 135, 15, 1.65, 18, 1.9, 2
6 4 3 8 10 1,1.1,12,13,14,15,16,1.7,1.8, 19,2
7 3 2 6 6 1,12,14,16,18 2
8 3 2 6 7 1,1.1,13 15 17,192
9 3 2 6 8 1,1.1,12,14,16,1.8 19,2
10 2 1 4 4 1,1.35 1.65,2
11 2 1 4 5 1,125 15 1752
12 2 1 4 6 1,1.2,14,16, 182

’

Meghatédroztam a fenti (52), (53), (54), (55) tortfiiggvény kozelitéseket a MATLAB szoft-
vercsomag beépitett linedris egyenletrendszer megoldé linsolve programjaval hdrom kiilonbo-
z0 alappont halmaz kivalasztdsaval. A hdrom kiprébdlt eset, amikor az ismeretlen egyiitthatok
szamdaval pontosan megegyezd, eggyel tobb, és kettdvel tobb alappontot vdlasztottam. A ki-
valasztott alappontokat, és a tortfiiggvény egyiitthatok szamat foglalja Ossze a 2. tablazat. Az
i.sz. rovidités az ismeretlenek szdmat, a.sz. az alappontok szamat jelenti, m és n a tortfiiggvény
szamlal6janak és nevezdjének a fokszama.

A tortfiiggvény kozelitéseket tehdt mind a 12 esetben meghatdroztam a linsolve fliggvénnyel.
Tulhatarozott egyenletrendszer esetén a linsolve MATLAB fiiggvény a legkisebb négyzetes ér-
telemben legjobban illeszked6 megoldést vilasztja. Ezutdn megkerestem a kiprobalt esetek ko-
ziil az alappontbeli értékekhez legjobban illeszkedd kozelitést, a kozelités hibdja alapjan. A ko-
zelités hibajat a szimulalt alappontbeli fiiggvényértékek, és a kozelitett fliggvényértékek kozotti
legnagyobb eltérés abszolit értékével mértem. A kozelitések hibdit a 3. tdblazat tartalmazza.
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3. tablazat. A kozelitések legnagyobb abszoliit eltérései a szimulalt fliggvényértékektdl

sorszam By B,
1 1.065136e-005 9.320114e-006
2 7.191584e-006  3.105706e-005
3 1.507770e-005 2.549295e-005
4 3.062506e-006 1.215120e-005
5 5.371650e-006  8.040216e-005
6 3.767749¢-006 1.911747e-005
7 3.223983e-006  1.125222¢-005
8 3.523025e-006  7.966478e-006
9 2.921388e-006 1.491678e-005
10 3.532933e-005 3.033719e-005
11 2.894798e-005 2.190907e-005
12 2.513574e-005 2.337243e-005

Megiéllapitottam, hogy az egyes kozelitések maximalis eltérései nagyon kozel vannak egy-
mashoz, azt is mondhatjuk, hogy nincs kozottiik szamottevd kiilonbség. Mivel az alappontokban
felvett fliggvényértékek kozelitésénél 5 tizedesjegyig sikeriilt pontosan a szimuldcio, ezért az is
lehetséges, hogy mindegyik kozelités megfeleld pontossagu.

A kiprébalt tortfiiggvény kozelitések pontossdganak osszehasonlitdsa sordn azt dllapitottam
meg, hogy azokndl a kozelitéseknél, ahol az egyenletrendszernek pontos megolddsa van, ott
a felhasznalt alappontokban 107!7, a kdzbeesd pontoknal viszont 10~> pontossagu a kozelités.
A linsolve fiiggvénnyel legkisebb négyzetes értelemben kiszamolt tulhatarozott megoldasoknal
viszont egyenletesebbek az eltérések, tehat nem annyira pontos a felhasznélt alappontokban,
viszont a kdzbeesd pontokndl a pontos megoldéssal rendelkezd esetnél kisebb az eltérés, ek-
kor 1077 — 10~ pontossdgokat kaptam. Az eltéréseket minden kozelitésnél meghatdroztam, de
terjedelmi okokbdl ezeket a tablazatokat nem részletezem.

A legmegfelel6bb tortfliggvény kivalasztdsdndl arra is igyelnem kellett, hogy se a szdmla-
16nak, se a nevezének ne legyen zérushelye az [1, 2] intervallumon. (A PIT mddszer pontos-
sdgdnak vizsgdlatdra készitett nagy ismétlésszamu szimuldcidkndl jelentkezett az a probléma,
hogy pontatlan, akér negativ kozelitést eredményezett a tortfiiggvényes approximacio.) A prob-
lémat illusztrdlja a 12. dbra, amely a B, fiiggvény elsd (m = 5, n = 4) kozelitésével kiszamolt
fliggvényértékeit mutatja. Ennél a tortfiiggvény kozelitésnél a szamldlora kapott polinomnak
x = 1.4181-nél zérushelye van, ami miatt ez a kozelités nem haszndlhat6, hiszen a zérushely
kornyezetében nem ad pontos értékeket.

A kozelitések polinomjainak zérushelyeit az 6sszes tortfiiggvényre a MAPLE program se-
gitségével vizsgéltam, és olyan tortfiiggvényt véalasztottam, amelynél ez a numerikus hiba nem
jelentkezik, a kozelitd fiiggvénynek nincsen zérushelye az [1, 2] intervallumban. A kozelitések
kozil az R(3,2) és R(2, 1) fokszdmdu (7-12. szamu) esetek megfeleldek ebbdl a szempontbdl.

A tortfiiggvény kozelitések vizsgdlatanak eredménye alapjin a 4. tdblazatban kozolt tort-
fliggvény kozelitést valasztottam, azaz a 8. sorszamu approximacié adodott a legmegfelelobb-
nek.

A B fiiggvények tortfiiggvényes kozelitésének meghatarozasa jelentos szamitasi mun-
kaval jart. Az egyes részfeladatok elvégzése, példaul az alappontokban érvényes fiigg-
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|
1.418153

12. dbra. A B (@) hibds kozelitd fiiggvénye, (m = 5, n = 4) eset

4. tdblazat. A B, és B, legmegfelel6bb raciondlis tortfiiggvény kozelitésének egyiitthatoi

Egyiitthatok By By
as 0.00343013  0.00631315
as 0.00605670  0.01943904
ai 0.04709978  0.09332481
ap 0.00972618  0.01619877
b -0.38087590  -0.09345095
bo 0.17663917  0.16029569

vényértékek meghatarozasa a milliardos nagysagrendii véletlenszam generalas miatt alap-
pontonként 6nmagaban tobb orat vett igénybe. UgyanakKkor, a kozelitések meghatarozasa
révén az algoritmus implementalhatésaga, hasznalhatésaga jelentosen egyszeriisodott. A
tortfiiggvény kozelités hasznalata egyszeri felhasznalo szamara is lehet6vé teszi a becslési
eljaras alkalmazasat.

A tortfiiggvény kozelités hasznalataval a PIT becslési eljaras gyorsithat6 és egyszeri-

sithetd, mivel nem sziikséges az egyébként zart alakban ismeretlen stabil stirtiségfiiggvény
és eloszlasfiiggvény kozvetlen, numerikus integralassal torténo szamitasa futasi idoben.
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5. Statisztikai vizsgalatok

5.1. Stabil eloszlasu véletlen szamok generalasa

A stabil eloszldsok dltaldban csak a karakterisztikus fiiggvény segitségével irhatok le, ezért
az alkalmazdsokhoz, a paramétereik becsléséhez szdmos esetben kozelitd eljarasokra, modsze-
rekre van sziikség, amelyekhez a Monte-Carlo médszereket alkalmazzuk. Ezért a kiilonféle
statisztikai vizsgdlatokhoz elengedhetetlen, hogy tetsz6leges paraméter(i stabil eloszl4su valto-
z6t generalhassunk. Altaldban erre a feladatra az eloszlsfiiggvény inverzén alapuld klasszikus
technikat hasznaljuk, amelynek lényege, hogy egy egyenletes eloszlasu valtozot helyettesitiink a
generdlni kivant valtozo eloszldsfiiggvényének inverzébe, amely igy a kivant eloszlasu valtozot
fogja eredményezni. Ha adott egy & folytonos valdszinliségi valtozo F invertalhato eloszlés-
fliggvénnyel, akkor az Y = F(&) valoszinliségi valtoz6 egyenletes eloszlasu a (0, 1] interval-
lumon. Az inverz transzformdcié (inverse probability integral transformation) alapjan pedig az
F é_?1(Y ) valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye éppen F.

Stabil eloszlasok esetén nem haszndlhat6 a klasszikus inverz fiiggvény médszeren alapuld
véletlenszdm generdlési technika, mivel nem ismert az dltaldnos eloszlasfiiggvény, és igy az el-
oszlasfiiggvény inverze sem zart alakban. A problémadra altalanos esetben (tetszéleges a, 3,7y, 0
paraméter esetén) Chambers et al. [8] adtak 1976-ban el6szor formulét. Szintén az altalanos
esetre haszndlhat6 képletet adott meg Zolotarev [84]. Weron [82] tételeket adott a kiilonbdz6
parametrizdcidju karakterisztikus fiiggvényekkel megadott véaltozok generdldsahoz haszndlhat6
formulakrol.

Weron [82] dolgozatdnak 3.1-es tétele alapjan az @ = 1-nél folytonos parametrizci6 esetén
az altalanos médszer a kovetkezd 7.

Legyen
K(@) 14 (1-a) a, a<l,
Q) =a sign D=1 0 sl
és
n  K(a)
Yo = —5,32 ot
Legyen & egyenletes eloszlasu véltozo a (—5, 5) intervallumon, és legyen n fiiggetlen, expo-

nencidlis valészinliségi valtoz6 1 varhaté6 értékkel. Ekkor

e haa # 1, akkor X ~ S(a,3,,1,0)

X =

sin(a(¢ - )’0))(COS(§ a(é - yo»)ff’
(cosé—')i n ’

e haa =1, akkor X ~ §(1,5,,1,0)

ncos(é) )
2+ Baé

7A 3, jelolés arra vonatkozik, hogy ebben a parametrizdciéban mas értéket vesz fel a 8 aszimmetria paraméter is. Az o = 1
paraméterértéknél folytonos és nem folytonos parametrizacié szimmetria paramétereinek Osszefiiggése megtaldlhaté Weron
[82] cikkben.

( +,82§)tan§ B2 log (
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A statisztikai vizsgdlatokhoz Zolotarev [84] formuldja alapjan generdltam stabil eloszla-
su véletlen mintakat. Eszerint a formula szerint egy altaldnos « - stabil, szimmetrikus Z ~
S(a,0,1,0) valtoz6t megkaphatunk a kovetkez6ként:

, _ Sin(ag) (cos((l - a)f))”, (60)

(cosf)é n
ahol n standard exponencidlis, & egyenletes valdszintiségi véltozo6 a (—m/2,7/2) intervallumon.
Standard stabil valtozonak azt a valészinliségi véaltozot tekintjiik, amely a fenti valtoz6bol

Z/a/i

képlettel generdlhatd. Az igy kapott valoszinliségi véltozd esetében a skdlaparaméter értéke
v =1 lesz.

A nem standardizalt S (e, 0, y, 0) eloszlasu véltozot a o hely- €s y skdlaparaméter segitségé-
vel yZ + 6-ként kaphatjuk meg, hasonldan a (o, ;1) paraméteri normalis eloszlds generdlasihoz,
mivel a stabil eloszldsok esetén is haszndlhatjuk az azonos tipusu eloszlasfiiggvénnyel rendel-
kez6 eloszlasokra vonatkoz6 tulajdonsagot.

Az egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok generdldsat minden statisztikai és magasabb
szint{ altalanos célu programnyelv lehetové teszi. Ezek a programcsomagok dltalaban beépitett
fliggvényként tartalmazzak a sziikséges rutint. Az exponencidlis valtoz6 generdldsdhoz hasz-
nalhat6 a mar emlitett inverz fiiggvényes elddllitds. Ha i exponencidlis eloszldsu valtozo, azaz

F(x)=1-¢€",
és U egyenletes eloszlasu valtozo a [0, 1] intervallumon, akkor n generdlhat6
n=-InU

alapjan.

A normadlis eloszlasu véltozok generdlasdnak széles korii szakirodalma van, és a statisztikai
programcsomagok tartalmaznak az egyenletes eloszldst generdl6 rutin mellett dltaldban norma-
lis eloszlast generdld beépitett rutint is. Az

I 1

Jeaueny = =
R &

stiriségfiiggvényl Cauchy eloszlas generdlhat6
1
Y =tg(U-2)m

formula alapjan, ahol U € U(0, 1).

Tobbvaltozds stabil eloszldsi mintdk generdldsa az egyvaltozds esettdl sokkal Osszetettebb
probléma. Ebben az esetben a valtozok kozotti fiiggési strukturat a spektralmérték definialja.
A spektralmérték becslése nagyon nehéz feladat, és altalinos megoldds még nem is sziiletett
a problémara. Véletlen szamok generalésa is csak bizonyos esetekben, stabil eloszlasok egy
csoportjara lehetséges.

Viszonylag egyszeriien generdlhatunk tobbvaltozos véletlen vektort akkor, ha a spektralmér-
ték diszkrét mérték. A generdlds szamitasi igénye fiigg az a-t6l, a pontok, a tomegek és a pont
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(MVSTABLE), amely letolthetd a [61] weboldalrél. Magasabb dimenzidban a szimul4cié sza-
mitdsi igénye alapvetden a pont tomegek linedris fiiggvénye, Nolan [57].

A szimulacioés mddszer Modarres €s Nolan [54] eredményén alapul. Ha X karakterisztikus
fliggvénye a (13) formula szerinti, akkor

Xl_) Zy}/QZ./SJ’ a# 1,
=1 &
Y+ 2ny)s;, a=1,

ahol Z,, ...Z, fiiggetlen azonos eloszldsdak, teljesen ferde standardizalt egyvaltozds « stabil va-
16szintiségi valtozok, vagyis Z; ~ S,(1,1,0).

Nolan [58] bemutat stabil eloszldsok egy csoportjara vonatkoz6 eredményeket is, amelyek-
kel tobbvaltozos eloszlasok szimulédlhatok. Ezek a radidl szimmetrikus (sugarasan szimmetri-
kus) vagy izotrép eloszlasok, valamint az elliptikus eloszlasok.

29. Definicié. Ha X a-stabil és radidl szimmetrikus vagy izotrop, akkor X karakterisztikus
fiiggvénye

Eexp(i(u, X)) = exp(=y;lul® + iu, 6)) (61)
és a projekcios paraméterek y(u) = yolul, Bu) = 0,0(u) = (u,d). A spektrdalmérték ebben az
esetben egyenletes eloszlds S-en.

30. Definicié. Ha X a-stabil és elliptikus (elliptically contoured), akkor az egyiittes karakte-
risztikus fiiggvény

E exp(i{u, X)) = exp(—(u! Zu)*"* + i(u, 5)) (62)
és a projekcios paraméterek y(u) = (u'Iu)'?,  Bw) =0, 6w) = (u,d). T valamilyen pozitiv

definit mdtrix, 6 € RY eltolds vektor:

Feltételezziik, hogy X nemszinguldaris, vagyis X szigortan pozitiv definit: Yu # 0 : u’ Zu >
0. Az elliptikus stabil eloszlasok tobbvéaltozds normélis eloszldsok skaldzési keverékei (Samo-
rodnitsky és Taqqu [71]).
Legyen
A~S(a/2,1,y,0)

fliggetlen egyvéltozds pozitiv a/2-stabil véletlen vektor, 0 < @ < 2 és G ~ N(0, X) d-dimenzids
normalis eloszlas.
Ekkor A!/2G a-stabil elliptikus, és a karakterisztikus fiiggvénye

exp(—(y/2)"*(sec ma /4)(u” Zu)™'?).

Az elliptikus stabil eloszldst sub-Gauss stabil eloszldsnak is nevezik. Ez a felirds lehet6vé
teszi a szimuldciot. Legyen 0 < @ < 2,

A~ S(a/2,1,2y%(cos ma/4)**,0), (63)
és G ~ N(0,), ekkor X = A!/2G + § karakterisztikus fiiggvénye a (62) formula szerint alakul.
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A radidl szimmetrikus eset akkor 4all el6, ha A ugyanaz mint fent, és G ~ N(0,I), akkor
X = AY2G + ¢ karakterisztikus fiiggvénye a (61) formula szerinti.

Nolan [59] az X tobbvaltozos stabil eloszlas hosszdnak (norméjinak) alapjdn vezet le az
elliptikus és az izotrép stabil eloszlasok striiségfiiggvényére kifejezéseket. Ehhez legyen X
centralt d-dimenzids izotrop stabil véletlen vektor, amelynek karakterisztikus fliggvénye

exp(=y,lul®).

R=IX= X2+ ..+ X2

Tehat R eloszldsa haszndlhat6 a siirliségfiiggvény megaddsara. Tegyiik fel, hogy d > 2. Ha
0 < a < 2, és X eloszlasét tekintve egyenld A'/?Z-vel, ahol A mint a (63) formuldban, pozitiv
stabil eloszlas, valamint Z ~ N(0, 1), A és Z fiiggetlenek egymastol, akkor

X normdja (hossza) ekkor

rR2 A(Z} + ...+ Z3) = AT, (64)

ahol T y*-eloszldsi d szabadsagi fokkal és fiiggetlen A-t6l. A (64) képlet segitségével szimulal-
hatjuk a norma eloszl4sat kdzvetleniil, anélkiil hogy ismernénk az altaldnos X véletlen vektort.
A képlet ad egy mésik lehetdséget is radidl szimmetrikus eloszlds szimuldldsara d-dimenzidban.
Legyen A mint (63) formuldban, T ~ y? d-szabadségi fokkal és s egyenletes eloszlasd S-en, ek-

kor
XQ VAT s

radidl szimmetrikus a@-stabil eloszlés y, skdlaparaméterrel. Két dimenziéban 7 exponencidlis és
—2log U, -ként generélhatd, S = (cos(2nU,), sin(2nU,)) ahol U, és U, ~ U(O0, 1) fliggetlenek.

A hdrom dimenziés gdmbszimmetrikus (izotrép) stabil eloszldsu véletlen vektorok szimu-
lalasdnak egy eltér6 modjat adja meg Uchaikin és Zolotarev [79], (8.4 fejezet, 221. oldal). Az
algoritmus két 1€pésbdl all. Meghatirozandé egy izotrop vektor

Q= (-Ql’ Q,, 93),

azaz egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk egy pontot az S gomb felszinén. A koordinatdk két
egyenletes eloszldsu véletlen szam segitségével készithetok:

Ql = \/1 —,leSin(f),
Q, = /1 —pcos g,

Q3 =u=cosg,
¢:27TU1 éS,Ll:2U2—1.

Az R eloszldsanak megfelel6 véletlen szam készitése bonyolultabb. A médszer F(r) nume-
rikus invertdldsan alapul.
r=F'(u) = ru), O<u<l1

A transzformadcio elvégzéséhez sziikség van F(r) sorfejtésére:

1-F(r) = 7% Z(—l)”+]F(na +2) sin(nant/2)n~r e, (65)
n=1
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13. dbra. @ = 1.5 paraméterd stabil eloszlasi harom dimenzids generalt minta.

3D Scatterplot of Var3 against Var1 and Var2
10v*2500c

wlah

2n+1) n ow 66)

4 < n+
F("):E;(_l) lr( o J@n+1)

A sorfejtés alapjan Uchaikin és Zolotarev egy Osszetett, tobb részbdl all6 kozelitést mutat
be, a mddszer implementdlasdhoz sziikséges kozelitések megtaldlhatdk a fiiggelékben.

Végiil az egydimenzids eloszlds generdldsra ismert (60) képlet alkalmazasdval készithetd
fliggetlen mintdkat vektorba foglalva tetszdleges dimenzidju tobbvaltozds valdszintliségi valto-
z6t szimuldlhatunk. Ez megfelel a diszkrét spektralmértéki esetnek az (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1)
pontok valasztdsdval, ekkor a vélasztott pontok irdnydban a sirliségfiiggvény nagyobb értéket
vesz fel. Hirom dimenzids esetben (a=1.5, 2500 pont) egy jellemzd képet mutat a véletlen

/////

last (e=1.5, 2500 pont) jellemzi a 14. dbra.
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14. dbra. @ = 1.5 paraméter(i két dimenzids gdbmbszimmetrikus generdlt minta.

Mo of obs

Scatterplot of Var2 against Varl
Spreadsheet2 10v*2500c

Var2 = 0,0324-0,0256"x
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15. dbra. @ = 1.5 paraméterd egy dimenzids generalt minta.
Histogram of Var1
mad15_10000 3v*9947c
WVar1 = 994770,2824 " normalix; -0.0221; 2,6775)
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16. dbra. @ = 1.5 paraméter(i két dimenzids generdlt minta.

Bivariante Histogram of Var2 against Varl
W 9947c

o e el

17. dbra. @ = 1.3 paraméter(i harom dimenzids generalt minta.

3D Scatterplot of Var3 against Varl and Var2
10v2500c
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5.2. A PIT paraméterbecslési modszer statisztikai vizsgalata

A PIT becslési eljaras statisztikai jellemzdinek vizsgédlatdra tobb Monte-Carlo szimulaciébol
allé szimulacid sorozatot végeztem. A szimuldcids vizsgalattal meghatdroztam a paraméterek
becslésének pontossagat, megbizhatdsagat, az egyiittes becslésbdl ad6do korrelécidt, illetve ko-
variancidt a harom paraméter kozott. A szimuldciokban rogzitett @ paraméterd, standardizalt
véletlen mintdkat generdltam, és becsiiltem a PIT moddszerrel a paramétereket, majd kiszamol-
tam a becsiilt paraméterek ismert, tényleges paraméterektdl val6 atlagos eltérését és a Monte-
Carlo szimulaciokban kapott becslések szorasat, amely informdacidval szolgdl a becslési eljaras
pontossagdra nézve, a generalt mintak elemszamai és a Monte-Carlo ismétlések fiiggvényében.

Egy becslési eljards josdgara vonatkozdan akkor tudunk megéllapitast tenni, hogyha ismert
a becslés viselkedése kis mintdkra, azaz véges elemszdm esetén, valamint ismert a becslés,
mint val6szinliségi valtoz6 hatareloszldsa. A leggyakrabban hasznalt becslések aszimptotiku-
san normadlis eloszlast kovetnek (pl. ML médszer), €s igy a becsiilt paraméterekre vonatkozdan
konfidenciaintervallumokat tudunk konstrualni. Ha adhatéak konfidenciaintervallumok a becs-
1ésre, akkor a becslés hibdja is becsiilhetové valik, vagy, ha a becslés hibdja becsiilhetd, akkor
adhatunk konfidenciaintervallumokat.

A hely- és skdlaparaméter becslésére ismert elméleti eredmény szerint a PIT becslés torzitat-
lan és konzisztens, és rogzitett (ismert) a alakparaméter esetén aszimptotikusan normalis. Ab-
ban az esetben, amikor mindharom paramétert becsiiljiik, még nem sziiletett elméleti eredmény
a becslések eloszldsara vonatkozdan. Célom a statisztikai vizsgélatokkal a becslések viselke-
désének megismerése volt kis mintdk esetén €s aszimptotikusan is. A statisztikai vizsgélat f6
motivacidja az volt, hogy harom becsiilt paraméter esetén is kimutathassuk a becslések egyiittes
normalitdsat.

A szimulécidk sordn vizsgdltam a becslések egyvéltozds normalitdsat, valamint az egyiittes
normalitést is kiilonb6zd tobbvaltozos normalitds tesztekkel. Az egyvéltozds normalitds teszte-
Iése az elméleti eredményeknek megfeleléen igazolta a helyparaméter becslésének normalitdsat.
A skélaparaméter becslésének normalitdsat kevés kivételtdl eltekintve szintén elfogadhatjuk. Az
alakparaméter becslésének egyvaltozds normalitdsét is sikeriilt igazolni a legtobb szimulacio-
ban, bar voltak olyan esetek, amikor a normalitdst adott szignifikancia szinten elvetettem.

A PIT becslés statisztikai jellemzdinek megismerésére a kovetkezd vizsgalatokat végeztem
el a Monte-Carlo ismétlésekkel kapott becslés mintdkra

o leird statisztika: atlag, szords, minimum, maximum
e korrelacios egyiitthatok, kovariancia matrixok

e MSE értékek (mean squared error)

e érvényes becslések szamanak meghatarozasa

e cgyviltozés normalitds tesztek paraméterenként - x> préba, Kolmogorov-Smirnov préba,
Sarkadi préba

e konfidencia intervallumok meghatirozasa paraméterenként
e a tobbvaltozds normalitds tesztelésére

— Mardia-féle tobbvaltozés ferdeség és lapultsdg mutato [46] kiszadmitasa
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— tobbvaltozés omnibus teszt Doornik és Hansen [12] alapjan.

A szimul4cids vizsgalat masodik szakaszdban a szakirodalomban ismert paraméterbecslési
modszerek performancidjaval hasonlitottam 0ssze a PIT modszert. Az ismert eljardsok teljesit-
ményét Weron [81] foglalta 6ssze szimul4cids tanulmdnyban. A Weron tanulmanyaban szerepld
paraméter értékek, mintaelemszdmok és Monte-Carlo ismétlésszamok alkalmazdsdval készitett
szimuldci6 sorozat segitségével igazoltam, hogy a PIT mddszer hasonlé statisztikai jellemzdk-
kel bir, mint a Weron 4ltal vizsgélt médszerek.

A Monte-Carlo szimulacids technika nagy mennyiségii véletlen kisérlet egymads utani vég-
rehajtasat és a kapott eredmények atlagolasat jelenti. Ez a fajta szimuldcids eszkdz azokban az
esetekben hasznos, amikor tobb paraméter hatdsat szeretnénk vizsgalni, illetve az egyes kisérle-
teket nagy mértékben befolydsolja a véletlen, azaz a vizsgalt jelenség vagy rendszer jellemzgje
nem szamithat6 ki determinisztikus algoritmussal.

A szimuléci6 sorozatban a Monte - Carlo szimuldciok valtoztatott paraméter értékei

e 7, a generdlt minta elemszdma; n = 50, 100, 400, 2500

e r, a Monte - Carlo ismétlések szdma, azaz hanyszor készitjiik el az n elem{ mintat
r = 100, 400, 2500

e az «a karakterisztikus kitevo értéke; o = 1.3,1.5,1.7

voltak. A szimuldci6 sorozat tehat 36 kiilonéllé szimulécid esetet foglal magaba.

A szimuldcidk paramétereinek megadasandl az @ = 1.3, 1.5, 1.7 értékek valasztasdnak ma-
gyardzata az, hogy a PIT becslés az [1,2] intervallum végpontjaihoz kozel es6 a paraméter
esetén nem biztos, hogy minden esetben megoldést szolgaltat, mivel a véletlen hatasa is szere-
pet jatszik ekkor a becslés alakuldsaban. Azért, hogy minimaélis legyen az érvénytelen becslések
szdma, de még a teljes intervallumon vizsgédlhassam a mddszer jellemzdit, a végpontoktol ki-
csit messzebb, az [1, 2] intervallum kozepe felé esd értékeket valasztottam. Az 1.5 -6s értéknek
pedig kdzgazdaségtani jelent6sége is van azon til, hogy pontosan a tekintett intervallum kozép-
pontja.

A szimul4cidkban a stabil eloszl4su véletlen mintdk generdldsa a Zolotarev-féle (60) formula
alkalmazasaval tortént. A vizsgédlatban standardizalt, azaz y = 1 és 6 = 0 skdla- és helypara-
méterrel rendelkezd mintdkat generdltam, az alakparaméter a fentieknek megfeleléen véltozott
a szimuldcid sorozatban. A S ferdeségi paraméter értéke minden esetben nulla, azaz csak a
szimmetrikus esetet vizsgdltam. A generdlt mintdk mindegyikére alkalmazva a PIT becslést,
Osszetartozo @, 7, i becslés harmasokat kaptam.
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5. tablazat. A PIT becslés performancidjdnak jellemzoi, r = 2500

~

)

a(d)

a n & v o(@) o(y) Fay T Tys
1.3 50 1.362996 1.054485 0.000862 0.206463 0.218358 0.194215 0.574019 0.022507 0.003332
1.3 100 1.322489 1.022797 0.004336 0.147954 0.152204 0.137281 0.607487 -0.040014 -0.026304
1.3 400 1.306025 1.006280 0.000084 0.073299 0.077120 0.069101 0.658297 -0.015864 -0.002690
1.3 2500 1.299937 1.000347 -0.000792 0.028803 0.029952 0.026553 0.642502 0.022661 0.033307
1.5 50 1.534916 1.021137 0.003957 0.207883 0.178588 0.175584 0.534839  0.003675 -0.000334
1.5 100 1.520216 1.010721 0.002316 0.158329 0.130271 0.124165 0.595818 0.013889 -0.004671
1.5 400 1.505993 1.001907 0.001505 0.078686 0.064437 0.061768 0.581140 -0.011002 0.028515
1.5 2500 1.500685 1.000939 -0.000185 0.031431 0.025221 0.024555 0.589993 0.010055 0.010404
1.7 50 1.688076 0.996272 -0.001882 0.187891 0.157124 0.159264 0.529540 -0.011794 0.010194
1.7 100 1.709380 1.006829 0.001146 0.140511 0.107856 0.109804 0.482513 -0.001954 -0.001560
1.7 400 1.704027 1.000218 -0.000536 0.073661 0.053958 0.055382 0.513515 0.002858 0.020375
1.7 2500 1.701075 1.000620 -0.000805 0.030251 0.022020 0.022022 0.518613 0.020298 -0.008963




A becslési eljards pontossagara, megbizhatésdgara vonatkozo6 informdcidkat tartalmaz a 5.
tdblazat, amely az r = 2500-as ismétlések esetében a becslés aszimptotikus viselkedésének
megfeleld szimuldcidkat 6sszegzi. A tdbldzatban a paraméterenkénti atlagok, szordsok, és pa-
ronkénti korreldcids egyiitthatok szerepelnek. A korreldcios egyiitthatdk azt mutatjék, hogy a &
és 9 kozott erds kapcsolat all fenn. Ez az eredmény abbdl kovetkezik, hogy a skdlaparaméter se-
gitségével becsiili az alakparamétert az eljaras. A korreldcids egyiitthat6 0.5 —0.6 kozotti értékd.
A tablazat alapjan ugy tlinik, hogy a korrel4cids egyiitthat6 értéke az alak- €s skdlaparaméter
becslése kozott az o paraméter novekedésével csokken. A skdla- és helyparaméter, valamint a
hely- és alakparaméter kozott egyéltalan nem jelentds a korrelacio.

6. tdblazat. MSE értékek r=2500
@ n MSE@&) MSE®) MSE(@®)

a=13 50 0.046577 0.050629 0.037704
a=13 100 0.022387 0.023677 0.018857
a=13 400 0.005407 0.005985 0.004773
a=13 2500 0.000829 0.000897 0.000705

a=15 50 0.044417 0.032327 0.030833
a=15 100 0.025467 0.017079 0.015416
a=15 400 0.006225 0.004154 0.003816
a=15 2500 0.000988 0.000637 0.000603

a=1.7 50 0.035430 0.024691 0.025357
a=17 100 0.019823 0.011675 0.012053
a=17 400 0.005440 0.002910 0.003066
a=17 2500 0.000916 0.000485 0.000485

A leir¢ statisztikai jellemz6k (atlagok €s szorasok) mellett a becslések pontossagat jellem-
zi az MSE (Mean Squared Error) érték, amelyeket szimuldcionként a 6. tablazat tartalmaz, az
aszimptotikus esetben (r = 2500), mindharom paraméterre. A tdbldzat j61 mutatja az n minta-
elemszam hatdsét a becslés pontossagéra; azaz, hogy az n mintaelemszam novelésével hogyan
csOkken a becslések eltérése az ismert paraméterértékektdl. A legalacsonyabb MSE értékeket
az a = 1.7 alakparaméter(i szimuldciondl kaptam, mig az @ = 1.3 paraméter(i esetekhez szinte
mindegyik szimul4ci6 esetén a magasabb MSE értékek tartoznak.

A szimuldci6 sorozat minden szimuldciés esetében meghatdroztam a paraméter becslések
kozotti kapesolatot jellemz6 kovariancia, és korreldcids matrixokat. Az r = 2500-as aszimptoti-
kus viselkedés jellemzdit mutaté szimulacidk korrelaciés matrixai részben mar a performancia
jellemz&ket bemutat6 5. tdbldzatban szerepelnek. A kovariancia matrixok tanulméanyozdsa érde-
kes lehet a valtozok egyiittes eloszldsanak vizsgalatakor. Az elméleti eredmény alapjén a hely-
€s skdlaparaméter egyiittes eloszlasdnak kovariancia matrixa kiszdmithat6. A harom ismeretlen
becsiilt paraméter esetén az empirikus eredmény eléréséhez a kovariancia métrixok elemzése
lehet sziikséges. Az @ = 1.5, r = 2500 esethez tartoz6 kovariancia matrixokat tartalmazzak a
7-10. tdblazatok, amelyeknél a mintaelemszamok rendre n = 50, 100, 400, 2500.
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7. tdblazat. Kovariancia matrix a hdrom becsiilt paraméterre - n = 50

a 0% 0

a 0.043215 0.019856  0.000134
v 0.019856 0.031894 -0.000010
6 0.000134 -0.000010 0.030830

8. tdbldzat. Kovariancia métrix a hdrom becsiilt paraméterre - n = 100

a y 0

a 0.025068 0.012289  0.000273
v 0.012289 0.016970  -0.000076
6 0.000273 -0.000076 0.015417

9. tdblazat. Kovariancia matrix a harom becsiilt paraméterre - n = 400

a 0% 0

a 0.006192 0.002947 -0.000053
v 0.002947 0.004152 0.000113
6 -0.000053 0.000113 0.003815

10. tablazat. Kovariancia matrix a harom becsiilt paraméterre - n = 2500

a 0% 0

a 0.000988 0.000468 0.000008
v 0.000468 0.000636 0.000006
6 0.000008 0.000006 0.000603

11. tablazat. Az érvényes becslések szdma a generdlt mintdk elemszdma (n) és az @ paraméter alapjan
o 1.3 1.5 1.7
r 100 400 2500 100 400 2500 100 400 2500

n 50 94 380 2383 94 389 2419 91 360 2248
100 99 398 2481 100 399 2493 98 389 2444
400 100 400 2500 100 400 2500 100 400 2500
2500 100 400 2500 100 400 2500 100 400 2500
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A szimulé4cidk alapjan ha az a paraméter értéke kozel esik az [1, 2] intervallum valamelyik
végpontjdhoz, és a mintaeclemszdm alacsony, akkor el6fordulhat, hogy a két skdlaparaméter
gorbének nincsen metszéspontja az intervallumon, azaz a becslés nem szolgaltat érvényes ered-
ményt. Ennek oka a véletlen hatdsa, illetve a szdmitasok pontatlansidga. Nagyobb mintaelem-
szamok esetén ennek a jelenség el6forduldsi gyakorisdga csokken: kisebb minta elemszamokndl
(n = 50,n = 100) fordult leginkabb eld, hogy a mddszer nem adott megoldést. Az n = 50 eset-
ben ez a futtatasok 5-10%-at érintette, az n = 100-as esetben 2-3%-ban jelentkezett a probléma.
A 11. tablazat tartalmazza az érvényes becslések szdmat szimuldciénként. A tdbldzatban r a
Monte-Carlo ismétlések szamat, n generdlt minta elemszamat jeloli.

5.3. A becslések normalitasanak vizsgalata

A %, 8, & becslések aszimptotikus normalitdsat a y2, a Kolmogorov-Smirnov (KS) és a Sar-
kadi illeszkedésvizsgélat (goodness-of-fit) tesztekkel vizsgaltam. A y? és a KS teszt gyakran
hasznalt statisztikai probdk, a Sarkadi préba kevésbé ismert. A x? teszt elénye, hogy jol is-
mertek a statisztikai tulajdonsagai, hatranya, hogy eredménye fiigg a teszt soran alkalmazott
intervallumok szamanak megvalasztasatol. A KS teszt normélis nullhipotézis esetén szintén jol
ismert tulajdonsagokkal rendelkezik, és kevésbé szigord, mint a y? teszt. A Sarkadi préba egy
véletlenitett eljards, amelyben a tesztstatisztika szamitdsandl egy véletleniil kivalasztott elem-
mel csokkentjiik a mintdt, és ezt a mintaelemet felhaszndljuk a tesztstatisztika kiszdmoldsdhoz.

A y? préba eredményei

A Pearson-féle y* préba illeszkedésvizsgalatra torténd alkalmazasdhoz a megfigyeléseket
kategdridkba (intervallumokba) osztjuk, és az intervallumokban megfigyelt gyakorisagokat ha-
sonlitjuk a nullhipotézisben szerepld elméleti eloszldsbdl szamitott gyakorisdgokhoz. Legyen
a megfigyelések szdma N, €s jelolje p; az intervallumokba esés elméleti eloszlasbodl szarmazo
val6szinfiségeit, valamint k; jeloli a megfigyelt gyakorisdgokat. A y? préba tesztstatisztikdjanak

szamitasa
2\ ki = Np?
s ; Np:

A nullhipotézis fennéll4sa esetén a y? tesztstatisztika eloszldsa y? eloszldsd n— 1 szabadsagi
fokkal. A hipotézisvizsgalat ismert mdodszere szerint 1 — a szignifikancia szinten, ahol az a az
elséfaji hiba elkdvetésének valdszintiségét jelenti, ha a tesztstatisztika értéke kisebb, mint a y?
eloszlasbdl kapott kritikus érték, akkor elfogadhat6 a nullhipotézis.

A PIT eljarés becsléseinek vizsgalatakor a y? préba szamitasat a MATLAB beépitett chi2gof
fiiggvényével végeztem. Ez a program a y? prébat a mintabol becsiilt 4tlagi és szérdsd normalis
eloszlashoz illeszti. A tesztstatisztika szamitasanal az intervallumok szama kezdetben 9, 11, 13
€s 15 volt, valamint ha valamelyik intervallumba tul kevés elem esik, akkor a tesztet szamito
chi2gof fliiggvény két egymds melletti intervallumot 6sszevon. Az els6faju hiba valdszinliségét
0.05-re valasztottam.

A skéla- és helyparaméter becslésekre kapott eredményeket a 12. és 13. tdbldzatokban koz-
Iom. A tablazatokban a tesztek p-értéke, a p-értékek alatt a proba szabadsdgi foka taldlhatd.
A teszteket 9, 11, 13 és 15 intervallumra osztassal is elkészitettem, €s a tablazatokban a ka-
pott legjobb illeszkedéseket (legmagasabb p-érték) tiintettem fel. A helyparaméter becslésének
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12. tdbldzat. A meghatarozott p-értékek és a szabadsagi fokok a y paraméter egyvaltozds normalitdsanak
tesztelése soran y? prébaval

n=50 n=100 n=400 n=2500

=13 r=100 02056 0.4858 09417 0.7841
®) ©) (8) “)

r=400 0.0098 0.6162 0.8662 0.9900

®) (7 (8) (©6)

r=2500 0.0000 0.0087 0.8075 0.1320

“) ©) (10) ®)

a=15 r=100 02746 02627 0.9283 0.7503
) ) (4) @®)

r=400 02494 0.1383 0.7935 0.8591

(6) ©) 4) N

r=2500 0.2780 0.1892 0.8564 0.7954

®) ) (®) 7

a=17 r=100 0.8198 0.2510 0.3999 0.9975
“) “4) &) )

r=400 0.3458 0.9148 0.8608 0.8946

®) (7) “4) (N

r=2500 0.5492 0.2512 0.9306 0.6685

®) 9) (6) )

normalitdsat az elméleti eredményeknek megfeleléen mindegyik szimuldcidban elfogadhatjuk.

A skdlaparaméter becslésének normalitdsat néhdny szimulécids esetet kivéve szintén elfo-
gadhatjuk, tehdt a varakozdsnak megfelelé eredményt kaptam. Azok a szimuldcidk, amelyek
esetén alacsony p-értékek adodtak, és a normalitdst el kell utasitani, az @ = 1.3-mas alakpara-
méter ért€khez €s a kis mintds, magas ismétlésszamu esetekre adodtak (1:n = 50, r = 400; 2:
n =50, r = 2500; 3: n = 100, r = 2500). Ennek a jelenségnek az oka még tovabbi vizsgilatokat
igényel.

Az alakparaméter normalitdsanak igazoldsdra még nem sziiletett elméleti eredmény, ezért
csak a szimuldcidval kapott eredmények allnak rendelkezésre. Ennek a paraméternek a norma-
litdsvizsgdlata ezért kiemelt szerepet kap, mert ez a harom paraméter egyiittes normalitdsvizs-
gélatdnak elofeltétele is egyben.

Az alakparaméter normalitdsvizsgalatdnak eredményeit tartalmazza a 14. tiblazat. Az a pa-
raméter y? tesztjeinek eredményei alapjdn az aszimptotikus normalitds a legtobb szimul4dciéban
elfogadhatd, viszont éltaldban az r = 2500 nagy ismétlésszamu, kis mintds (n = 50 és n = 100)
esetekben az alakparaméter értékek egyikénél sem teljesiilt. Az alakparaméter becslése fiigg a
skalaparaméter becslésétdl, ezért elképzelhetd, hogy az alakparaméter normalitdsa azért sériil,
mert a skdlaparaméter becslés sem normalis eloszlasu kis mintds esetben (@ = 1.3 paraméterér-
ték).

Egy masik lehetséges oka a normalitds sériilésének az @ = 1.3 alakparaméterti szimulaciok-
ban tapasztalt skdlaparaméter normalitdsdnak sériilésén kiviil, hogy mivel kis mintds szimul4ci-
Ordl van sz, a véletlen hatdsa miatt tobb esetben keriil a skdlaparaméter gorbék metszéspontja
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13. tdblazat. A meghatarozott p-értékek és a szabadsdgi fokok a ¢ paraméter egyvaltozds normalitdsanak
tesztelése soran y? prébaval

n=50 n=100 n=400 n=2500

a=13 r=100 09374 0.9273 03552 0.5093
(7 (7 (6) “)

r=400 0.5003 0.4898 0.8759 0.7158

®) (6) (11 @®)

r=2500 0.7164 0.4003 0.7846 0.9336

(10) (6) (8) )

a=15 r=100 09348 03313 04424 0.8370
@®) (7 (6) W

r=400 0.0910 0.6099 0.1604 0.6405

(6) ) (10) 0

r=2500 0.6960 0.7007 0.8856  0.9688

(12) (®) ) W

a=17 r=100 0.7385 0.9688 0.5362 0.8654
) ®) &) (N

r=400 0.5786 0.6390 0.9801 0.6876
®) ) (6) €))

r=2500 0.6250 0.9126 0.6851 0.4936
(7 (6) (7) (&)

az intervallumon kiviilre, és igy a becslések eloszldsa aszimmetrikussa valik, azaz az eloszldsok
farka levagésra keriil amiatt, mert csak az (1,2) intervallumban lehet az a paraméter értéke.

Az alakparaméter becslésekbdl képzett mintdkat mutatja a 18. és 19. dbra, abban a szimu-
laci6 sorozatban, amikor az alakparaméter értéke @ = 1.3. Az egy sorban 1év6 dbrdk az azonos
mintaelemszamokhoz tartozd szimulacid esetek, és a Monte-Carlo ismétlések szama azonos az
oszlopokban. Azaz, az elsd sor elsd dbrdja tartozik az n = 50,7 = 100 szimul4cidhoz, az els6
sor masodik 4braja az n = 50, r = 400, az utolsé pedig az n = 50, r = 2500 szimulacidhoz. Az
abrdkon feltiintettem a becslésekhez illesztett, a mintabdl becsiilt paraméteri normélis eloszlas
gorbéjét is. Ezek az dbrdk a MATLAB histfit fliggvényével késziiltek, és az dbrdk intervallumai
nem egyeznek meg a x> préba felosztdsdban haszn4lt intervallumokkal.

Az 4brdkon lathaté a mar emlitett aszimmetria probléma, ami a becslési eljaras jellemzo-
jébdl ered, azaz, hogy alacsony mintaclemszamnal a becslés nem hatarozhaté6 meg az [1,2]
intervallumban. A magasabb mintaelemszdmu esetekben viszont ldthat6, hogy a modszer egy-
re pontosabbd vilik, és mar nem jatszanak torzit6 szerepet az intervallumbdl kiesd becslések.
Azokndl a szimul4ciékndl, ahol a y? préba a 9, 11, 13 és 15 intervallumos felosztdssal is el-
utasitotta a normalitdst az alakparaméter esetén, levagott (trimmed) normalis eloszlashoz valé
illeszkedésvizsgalattal tovabb vizsgalhato.

71



14. tdblazat. A meghatdrozott p-értékek és a szabadsagi fokok az a paraméter egyvaltozds normalitdsdnak
tesztelése sordn y? prébaval

n=50 n=100 n=400 n=2500

a=13 r=100 02053 0.7346 03214 0.2946
(7 (®) (8) N

r=400 0.0282 0.5215 0.0522 0.5043

) (®) (6) N

r=2500 0.0000 0.0000 0.1544 0.8829

(©6) (6) ©) (11)

a=15 r=100 0.8489 0.0767 0.9939 0.8856
@®) () ) W

r=400 0.1805 0.3239 0.2755 0.8731

(12— dn a0 ©)

r=2500 0.0368 0.0010 0.9351 0.6571

@®) (10) o) ©)

a=17 r=100 09844 0.5725 0.7544 0.5716
(6) (&) (&) “)

r=400 0.2756 0.3259 0.2926 0.3751
€)) an ®) ©)

r=2500 0.0000 0.1889 0.7703 0.7197
&) ®) (10) &)

72



€L

18. abra. Normalitasvizsgélat az a paraméterre (felsd sor: n = 50, alsé sor: n = 100)

18 T 40 140 T T




YL

19. dbra. Normalitasvizsgdlat az a paraméterre (fels6 sor: n = 400, alsé sor n = 2500)

20 45 T T T 180 T T
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A Kolmogorov - Smirnov préba eredményei

Az egymintds Kolmogorov-Smirnov statisztika az empirikus eloszlasfiiggvény és az elmé-
leti nullhipotézisben szerepld eloszlasfiiggvény maximadlis eltérésén alapszik. A teszt tobbféle-
képpen elvégezhetd, egy lehetséges alakja a kdvetkezd:

D = max(|F(x) — F(x))),

ahol F,(x) az empirikus eloszlasfiiggvényt, F(x) a nullhipotézis szerinti eloszlast, ebben az
esetben a ®(x) standard normdlis eloszlasfiiggvényt jeloli.

A Kolmogorov - Smirnov préba szamitasit a MATLAB kstest fiiggvényével végeztem. A
program képes egyoldali és kétoldali probat szamitani, a kétoldali proba esetén azt vizsgaljuk,
hogy a minta empirikus eloszlasfiiggvénye megegyezik-e a nullhipotézisben szerepld eloszlas-
fliggvénnyel, az egyoldali probaknal lehetdség van a nullhipotézisbeli eloszlasfiiggvénytdl "na-
gyobb", és "kisebb" eloszlasfiiggvények tesztelésére. A KS préoba kritikus értékei kritikus érték
tdblazatban ismertek, amelybdl a MATLAB kozelitd formuldval, vagy interpolacidval hatdrozza
meg a minta esetén érvényes pontos kritikus értéket®.

A becslésekbdl képzett mintat standardizaltam a minta empirikus szérdsaval és —az atlag
helyett— az ismert paraméterértékkel (a Monte-Carlo szimuldcios paraméterek, @ = 1.3, @ =
1.5, = 1.7;y = 1, 6 = 0), majd az igy kapott mintdt a standard normalis eloszlashoz képest
teszteltem.

A 15. tdbldzatban a kapott tesztstatisztika ért€kekhez tartoz6 p-értékeket tiintettem fel. Az
els6faji hibat most is 5%-nak valasztottam. A KS-préba a y?-prébdhoz hasonlé eredményt
adott, azaz a kis mintas esetekben (n = 50, n = 100, n = 400) az r = 2500-as ismétlésii szimu-
laciokbol kapott becslések normalitdsat minden @ paraméterértékre el kellett utasitanom.

15. tablazat. A meghatarozott p-értékek az a paraméter normalitdsanak vizsgalatara Kolmogorov - Smir-
nov prébaval

n=50 n=100 n=400  n=2500

a=13 r=100 0.000775 0.321002 0.110517 0.240236
r =400 0.005550 0.014744 0.748535 0.230706

r=2500 0.000000 0.000309 0.013647 0.423348

a=15 r=100 0.055635 0.043293 0.816827 0.599934
r =400 0.080290 0.136900 0.238664 0.879341

r=2500 0.000000 0.000120 0.026103 0.271226

a=17 r=100 0.193768 0.260638 0.620750 0.988977
r=400 0.227625 0.010404 0.494786 0.278681

r=2500 0.000002 0.000022 0.019143 0.420449

8 A Kolmogorov-Sirnov prébat szamité kstest fiiggvényrsl bdvebben: http://www.mathworks.com/help/stats/kstest.html
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A Sarkadi préoba eredményei

A Sarkadi préba (Sarkadi-Stormer proba) egy véletlenitett normalités teszt, melynek szdmi-
tdsa sordn a mintaelemek koziil véletleniil vélasztott elemeket felhasznalunk a minta transzfor-
malasara és igy csokkentjiik a minta elemszamat, Sarkadi és Tusnddy [72]. A médszer a Durbin
transzformacié médositdsa. A préba alapétlete az, hogy az eredeti mintaelemek transzformala-
saval a nullhipotézis fenndlldsa esetén fiiggetlen, azonos eloszldsu valdszintiségi valtozok egy
halmazat kapjuk. A transzformaciéhoz valamelyik mintaelemet hasznaljuk fel, ezért a teszt ki-
menetele fiigg az elemek sorrendjétdl, €s igy szerepet jatszik a véletlen a teszt eredményében.
A préba elvégzéséhez sajait MATLAB fiiggvényt készitettem.

Legyenek xi, ..., x, a véletlen minta elemei, amelyek ismeretlen szordsnégyzeti és varhatod
értékl normalis eloszlasbdl szdrmaznak. A transzformécié a kovetkezd:

Xi— X |Xp-1 = Xl VR =2 .
Yi= l//n—Z( ) (l = 1,2,...71—2)
S S V2
_n” :1:] xl + ﬁ(xn—l + xl’l)
X =
n+ V2n

S = Zn:xlz - %(i xi)Z - %(xn—l - X)?

i=1 i=1

ahol a ¥, (¢) fiiggvényt a kovetkez6 Osszefliggés definidlja:
Oy (OPIv) = 2P(tly) - 1

W,(1) 2 0) 1 )
LT (e
P(tlv)—r(%)\/ﬁf (1+—)"% du

1 « _u on_y
0 = s, f e tuldu

A P(t|v) és 1 — Q(t|v) fiiggvények a Student eloszlds és a y? eloszlas eloszlasfiiggvényei, mind-
kettd szabadsagi foka v. A transzformdlt minta ezutdn a standard normadlis eloszldshoz illeszt-
hetd tetszdleges, ismert nemparaméteres eljarassal.

o0

A PIT becslés vizsgdlatara a Sarkadi prébaval kapott eredmények taldlhatok a 16. tdblazat-
ban, amelyek alapjan megallapithatd, hogy ez a teszt is elutasitotta az n = 50 és n = 100 elemd
mintds szimuldcidval kapott becslések normalitdsat r = 2500 ismétlés esetén. Az a paraméter
szerint is valtoznak az értékek: egy kicsivel magasabb p-értékek adddtak az @ = 1.7-es esetek-
ben, mint az @ = 1.3-mas szimuldcidkban, azaz a modszer aszimptotikus normalitdsa fiigg a
minta alakparaméterétol.
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16. tdblazat. A meghatdrozott p-értékek az @ paraméter normalitdsdnak vizsgalatdra Sarkadi prébdval

n=50 n=100 n=400  n=2500

a=13 r=100 0.160355 0.594312 0.094813 0.491981
r=400 0.001478 0.243142 0.004439 0.195978

r=2500 0.000000 0.000000 0.145810 0.491990

a=15 r=100 0.100746 0.070665 0.914536 0.685101
r=400 0.029355 0.119937 0.136593 0.418395

r=2500 0.002463 0.000065 0.639667 0.815317

a=17 r=100 0.894649 0.761276 0.095115 0.799296
r=400 0.174968 0.093929 0.126697 0.060433

r=2500 0.000000 0.011084 0.825292 0.575386

A tobbvaltozos normalitasvizsgalatra alkalmazott modszerek és eredmények

A kovetkezd szakaszban a szimuldcidk sordn kapott becslés-hdrmasok tobbvaltozds norma-
litdsdnak tesztelését mutatom be. A tobbvaltozds normalitds tesztelés modszereirdl j6 attekintést
nyujt Thode [78] konyve, valamint Henze [30] kritikai 6sszehasonlité tanulméanya. A korabbi
munkdim koziil a PIT paraméterbecslés tobbvaltozds normalitds tesztelésével sajat publikicio-
im ko6zott megadott [S8], [S9], [S14] hivatkozasokkal jelolt dolgozatokban foglalkoztam.

A paraméterbecslések tobbvaltozos normalitdsdnak tesztelésére az egyik legismertebb mod-
szert hasznaltam, amely a Mardia-féle ferdeség €s lapultsdg mutatdkat haszndlja, Mardia [47].
Ezen mutatdk viszonylag egyszeriien kiszamithatoak, és a teszt elvégzéséhez rendelkezésre all-
nak kritikus érték tablazatok. A masik tobbvaltozos teszt, amelyet alkalmaztam, a Doornik és
Hansen [12] féle omnibusz teszt, amely a ferdeség és lapultsdg mutatok 6tvozését, egyetlen sta-
tisztikdba val6 tomoritését alkalmazza.

A Mardia-féle ferdeség és lapultsag mutatok

Legyen X" = (Xi,...,X,) egy p X n-es matrix, amely tartalmazza az n megfigyelést p-
dimenzids oszlopvektorokban. A minta dtlagat jelolje

X=n'X|+ ..+ X)),
a kovariancia métrixot jelolje

S =n"'X"X, ahol X" = (X, - X, .., X, - X).

Hatérozzuk meg a
D=(d;)=Xs"'X" (67)

matrixot, az in. Mahalanobis tavolsdgokat. Legyenek a ferdeségi és lapultsagi mutatok

by, = % Zl ; 2, (68)

i=
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by =~ ; 2. (69)
A hipotézisvizsgdlat elvégezhetd az alapjan, hogy aszimptotikusan

nby, 2
6 Xp+D(p+2)/6

by ~ N(p(p +2),8p(p +2)/n),

ahol N(u,c?) a normélis eloszlast jeloli u varhaté értékkel és o? szérdsnégyzettel. A teszt
részletes leirdsa megtalalhat6 [30] tanulmanyban.

A tobbviéltozos normalitasteszteléssel kapcsolatos fontos tény, hogy a nullhipotézis elvetése
nem mutatja meg, hogy a minta hogyan, milyen médon tér el a normalis eloszlastdl (Henze [30]
3. fejezet). Tovéabba a szignifikancia pontokat a normalitds hipotézisének teljesiilése mellett ha-
taroztdk meg, ez€rt a teszt semmilyen informdaciot nem szolgéltat a minta tényleges eloszlasarol.

A PIT eljards szimuldcids vizsgédlatdnak adataira meghatdroztam a ferdeség és lapultsidg
mutatdkat, melyeket a 17. tdblazat tartalmaz. A szimuldcié paraméterei utdn a tablazat oszlo-
pai sorrendben a ferdeség mutaté hipotézisvizsgalatira a dontés (D), az nb;,/6 tesztstatisztika
értéke, a hozza tartoz6 p-€rték, valamint a lapultsag mutatd hipotézisvizsgalatira a dontés (D),
a standardizalt b,, értéke, €s a statisztikahoz tartoz6 p-€rték. A dontés értéke a nullhipotézis
elfogadasa esetén 0, egyébként 1.

A tobbvaltozos normalitds hipotézisét nem dontik el egyértelmiien az eredmények. A la-
pultsdg mutaté alapjan sokkal tobb szimuldcids esetben elfogadhatjuk a normalitdst, mint a
ferdeség mutat6 alapjdn. A legmegbizhatébban akkor fogadhatjuk el egy szimulacios esetben a
normalitdst, ha az mindkét mutat6 alapjan elfogadhaté. Ilyen eset inkdbb a nagyobb elemszamu
generdlt mintdkra n = 2500 fordult eld, azaz azt mondhatjuk, hogy a PIT becslések csak na-
gyobb mintdkra egyiittes normaélis eloszlastak. Kisebb mintaelemszamu szimuldcidkat inkabb
alacsonyabb ismétlésszammal (r = 100) fogadott el a teszt tobbvaltozés normaélisnak.

Ismert, hogy a tobbvéltozds normalitds feltétele az egyvéltozds peremeloszlasok normalita-
sa. Tehat azokban az esetekben, ahol mar az egyvaltoz6s normalitds sem teljesiilt, a tobbvaltozos
normalitds elvetését vartam. A tobbvaltozods tesztek eredményei valéban ennek a varakozdsnak
megfelelden alakultak.
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17. tablazat. A Mardia-féle tobbvaltozos ferdeség és lapultsdg teszt dontései(D), a tesztstatisztika értéke

és a p-érték
D nby,/6 p-érték D by, standard p-érték
a=13 n=50 r=100 1 22.398081 0.013200 O 0.265623  0.395265
n=50 r=400 1 41.800912 0.000008 0O 0.067850 0.472953
n=50 r=2500 1 384.587157 0.000000 1 7.142642  0.000000
n=100 r=100 O 14.091107 0.168876 0 1.032508 0.150917
n=100 r=400 1 28.037849 0.001780 1 2.575136  0.005010
n=100 r=2500 1 151.268178 0.000000 O 1.050224 0.146808
n=400 r=100 O 5.753187 0.835556 1 3.910089 0.000046
n=400 r=400 1 19.789087 0.031312 0 0.131562 0.447665
n=400 r=2500 1 50.174041 0.000000 O 0.001991  0.499206
n=2500 r=100 O 6.523418 0.769540 O 1.141685 0.126792
n=2500 r=400 O 15.656387 0.109900 0 0.025705 0.489746
n=2500 r=2500 1 25.240587 0.004908 0O 0.010173  0.495942
a=15 n=50 r=100 O 4221211 0.936816 0 1.508475 0.065716
n=50 r=400 1 33.604329 0.000215 O 0.631936  0.263714
n=50 r=2500 1 104.800776 0.000000 O 0.023828 0.490495
n=100 r=100 O 11.436966 0.324502 O 0.298019 0.382844
n=100 r=400 1 24426016 0.006546 0O 0.019138 0.492365
n=100 r=2500 1 106.558322 0.000000 O 0.044863 0.482108
n=400 r=100 O 12.963902 0.225697 0 0.027898 0.488872
n=400 r=400 1 21.231148 0.019538 0 0.533860 0.296719
n=400 r=2500 1 46.562315 0.000001 O 0.072398 0.471143
n=2500 r=100 O 9.086179 0.523945 0 0.361614  0.358820
n=2500 r=400 O 8.003159 0.628528 0O 0.246190 0.402768
n=2500 r=2500 1 18.372345 0.048998 0O 0.281065 0.389330
a=1.7 n=50 r=100 1 23.053209 0.010552 O 0.000459  0.499817
n=50 r=400 1 24.119597 0.007289 0 1.137085 0.127751
n=50 r=2500 1 124.086225 0.000000 0 0.325204 0.372513
n=100 r=100 O 7.687082 0.659372 1 2.679831 0.003683
n=100 r=400 1 30.293531 0.000767 1 4.800182  0.000001
n=100 r=2500 1 62.872934  0.000000 O 1.425348 0.077028
n=400 r=100 O 9.724771 0.464963 0 0.074475 0.470316
n=400 r=400 O 8.15017 0.614171 0 0.017879  0.492868
n=400 r=2500 1 25.66026 0.004225 0 0.337840 0.367742
n=2500 r=100 O 2.206083 0.994503 O 0.296225 0.383529
n=2500 r=400 O 10.830614 0.370866 0 0.968045 0.166511
n=2500 r=2500 O 9.092656 0.523333 0 0.257538 0.398382
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Doornik és Hansen tobbvdltozos normalitds tesztje

A tobbvéltozds normalitds tesztelésére alkalmazott mdsodik mddszer a ferdeség és lapult-
sdg mutatokat egyiitt vizsgélja, amely a megfigyelések transzformacidjanak felhasznélaséaval
szamithatd, Doornik és Hansen [12]. Legyen X, X, X, S matrixok a megfigyelések, a megfigye-
1ések atlag vektora, a standardizalt minta és a kovariancia matrix. Legyen

V = diag(S;,”%, ... S ;)%

e pp

diagondlis matrix, amelynek féatlojdban a szérdsok szerepelnek. A korreldciés métrix C =
VS V. Az eredeti minta transzformaldsaval készitiink egy matrixot a kovetkezSk szerint:

R = HAV?HTVXT, (70)

ahol A = diag(4y, ..., 4,,) tartalmazza C sajatértékeit a diagondlisban és H oszlopai tartalmazzak
a megfeleld sajatvektorokat. Ez a transzformacié standard normélis valtozdkat eredményez.
Doornik és Hansen (DH) tesztje alapjan a tobbvaltozos statisztika

E, =271+ 77, ~ X(sz,

ahol ZIT = (2115 --» 21p) €8 Z2T = (221, ..., 22p) vektorok a tobbviltozos ferdeség €s lapultsdg muta-
t6kbol kiszamithatok, 1asd Doornik és Hansen [12] fiiggelék. A y? eloszlds kritikus értékei 6-0s
szabadsagi foknal 12.59 (95%), 16.81 (99%), 22.46 (99,9%).

A PIT becsléshdrmasok tobbvaltozés normalitdsdnak tesztelésére elvégzett DH teszt ered-
ményeit a 18. tdbldzatban foglaltam Ossze. Ez a teszt 0sszességében szigortibbnak bizonyult a
Mardia-féle ferdeség és lapultsag tesztnél. A tobbvaltozos normalitdst ez a teszt is egyértelmiien
elutasitotta a kis mintds, nagy ismétlésszdmu szimuldcidkndl. Az @ = 1.7 alakparaméterti szi-
muldcidknadl tobb esetet fogadott el, mint az @ = 1.5 és @ = 1.3 alakparaméterd szimuldcioknal.

A tobbvaltozés normalitasvizsgalatok eredményeit 6sszegezve azt mondhatjuk, hogy a
harom becsiilt paraméter egyiittes normalitiasa csak nagy mintakra (n = 2500) allithato,
és Kkis mintas esetben (n = 50, n = 100), aszimptotikusan (» = 2500) nem teljesiil, viszont a
PIT becslés robusztus.
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18. tablazat. Doornik és Hansen féle tobbvaltozos teszt eredményei (D: dontés)

D DH statisztika p-érték

a=13 n=50 r=100 1 25.260327 0.000306
n=50 r=400 1 55.244072  0.000000
n=50 r=2500 1 506.760696  0.000000
n=100 r=100 1 13.427618 0.036726
n=100 r=400 1 37.682759 0.000001
n=100 r=2500 1 185.511807 0.000000
n=400 r=100 O 6.503782 0.369180
n=400 r=400 1 15.657785 0.015714
n=400 r=2500 1 45.268559  0.000000
n=2500 r=100 O 3.243214  0.777760
n=2500 r=400 O 2772454 0.836816
n=2500 r=2500 1 27.527921 0.000115
a=15 n=50 r=100 O 7.890457 0.246239
n=50 r=400 1 47.252034  0.000000
n=50 r=2500 1 106.325875  0.000000
n=100 r=100 1 23.606429 0.000617
n=100 r=400 1 23.269263 0.000711
n=100 r=2500 1 127.901426  0.000000
n=400 r=100 O 2.556077 0.862140
n=400 r=400 1 18.173520  0.005813
n=400 r=2500 1 33.890413  0.000007
n=2500 r=100 O 6.144038 0.407250
n=2500 r=400 O 4.260192 0.641511
n=2500 r=2500 1 14995016 0.020296
a=1.7 n=50 r=100 O 5.042797 0.538336
n=50 r=400 O 8.082860 0.232095
n=50 r=2500 1 81.772383  0.000000
n=100 r=100 O 1.208186 0.976478
n=100 r=400 1 23.886761 0.000548
n=100 r=2500 1 63.155934  0.000000
n=400 r=100 O 6.724202 0.347108
n=400 r=400 O 4.761545 0.574740
n=400 r=2500 O 9.127458 0.166536
n=2500 r=100 O 0.859518 0.990382
n=2500 r=400 O 5.830887 0.442399
n=2500 r=2500 O 4.212093  0.647999
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5.4. Becslési eljarasok osszehasonlitasa

A statisztikai vizsgdlat alapjan a PIT becslési eljards performancidja megegyezik a Weron
[81] dolgozataban vizsgalt modszerek performancia jellemzdivel. A vizsgdlt becslési eljarasok
Fama és Roll kvantilis médszere (FR), McCulloch (CULL) médszere, a regresszids tipusu becs-
1és (REG), és a momentumok mddszere (MOM) voltak. A [81] dolgozat 4.5 és 4.6 Téablazatai
kiilonboz6 « és B stabil paraméterekkel, n = 100, n = 500, n = 2000 elem{ mintdkkal és
r = 25 valamint r = 50 ismétléssel végrehajtott Monte-Carlo szimuldciok eredményeit tartal-
mazzak. Ezekbdl a tdblazatokbodl kigydjtéttem a szimmetrikus esetre vonatkozé eredményeket,
¢és megismételtem ezekkel azonos bedllitdsokkal a PIT becslési eljards szimulacids vizsgdlatat.
A szakasz eredményeit a [S2] dolgozatban publikdltam.

A 19 - 22. tdblazatok a becslések dtlagat, minimumat, maximumat, az & €s ¥ becslések MSE
értékét tartalmazzak a kiilonbozé Monte-Carlo beéllitdsok esetén. A 19. tdbldzatban a generalt
mintdk skdlaparamétere y = 0.1, 1, 10, a tovabbi paraméterek: @ = 1.5, 6 = 0, n = 500, r = 25,
tehat ebben a szimulédcidban a skdlaparaméter becslésre gyakorolt hatasat vizsgéljuk. A 20-22.
tdblazatok eredményei standard mintdkhoz tartoznak, a tdbldzatok egy-egy n mintaelemszidm-
hoz tartoz6 eredményeket mutatnak. Az egyes tablazatokban kozolt eredményeket kiillonbozd
alakparaméterek (¢ = 1.2,1.5,1.8) esetén hatdroztak meg. Ezekben a szimuldciokban foleg
a mintaelemszdm becslésre gyakorolt hatdsa mutatkozik meg (a harom tablazatot egyiittesen
vizsgalva).

Osszességében azt mondhatjuk, hogy a PIT becslési eljaras pontossaga, megbizhatosa-
ga a performancia jellemzok alapjan nem tér el szignifikansan a szakirodalomban ismert
tobbi, Weron altal vizsgalt modszertol.

A Monte-Carlo szimulaciok ismétlésszama r = 25, és a kisebb mintas (n = 100) esetben
r = 50 volt, ami a jelenlegi szamitasi kapacitasok lehetdségeit figyelembe véve kicsit alacsony-
nak tlinhet. A bedllitdsokon viszont az 8sszehasonlithatésdg kedvéért nem valtoztattam, a PIT
modszert is ezekkel az ismétlésszamokkal futtattam.

19. tdblazat. Becslési eljarasok osszehasonlitdsa. (¢ = 1.5, =0, n =500, r =25) *

Y Mdédszer  a@ Qpnin Xmax MS Ea 7 Ymin Ymax MS Ey
vy=10 FR 1.502 1.298 1.745 0.01128 10.230 8.989 11.291 0.35687
CULL 1.502 1.288 1.771 0.01491 10.100 9.073 11.095 0.33746
REG 1.486 1.245 1.628 0.00972 10.067 8.999 10.937 0.28761
PIT 1.512 1.382 1.682 0.00467 9937 8829 11.592 0.40294
y=1 FR 1.518 1351 1.677 0.00558 1.020 0.908 1.205 0.00447
CULL 1.518 1415 1.692 0.00553 1.017 0903 1.183  0.00394
REG 1.515 1.332 1.643 0.00729 1.011 0914 1.148  0.00271
PIT 1.495 1319 1.663 0.00630 0.989 0.850 1.080  0.00296
vy=0.1 FR 1.512 1374 1.643 0.00595 0.099 0.088 0.110  0.00003
CULL 1.498 1.370 1.603 0.00437 0.098 0.087 0.108 0.00003
REG 1.495 1361 1.620 0.00549 0.098 0.086 0.108  0.00004
PIT 1.512 1360 1.594 0.00395 0.100 0.088 0.107  0.00001

* Az FR, CULL és REG adatok forrasa [81], 4.5. Tablazat.
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20. tablazat. Becslési eljarasok osszehasonlitdsa. (y = 1,6 = 0, n = 2000, r =25 ) *

a Mddszer « Anin Xmax MS Ea 7 Ymin Ymax MS Ey
a=18 FR 1.812 1.726 1950 0.00306 0.993 0.952 1.031 0.00055
CULL 1.817 1.714 2.000 0.00475 0.994 0.938 1.032 0.00054
MOM 1.800 1.745 1.856 0.00092 0.992 0940 1.029 0.00038
REG 1.801 1.735 1.848 0.00101 0.992 0.948 1.023 0.00033
PIT 1.795 17751 1.846 0.0008 0.999 0.956 1.049 0.0007
a=15 FR 1.496 1.410 1.588 0.00260 1.003 0.946 1.047 0.00073
CULL 1.498 1.367 1.595 0.00288 1.001 0.931 1.051 0.00104
MOM 1.487 1.409 1.561 0.00208 0.999 0.953 1.048 0.00061
REG 1492 1371 1.630 0.00351 1.002 0.948 1.053 0.00082
PIT 1.504 1.454 1.574 0.0012 1.004 0952 1.060 0.0007
a=12 FR 1.207 1.159 1.264 0.00099 0.994 0.935 1.060 0.00082
CULL 1.211 1135 1.275 0.00143 0.985 0945 1.038 0.00096
MOM 1.204 1.111 1.276 0.00148 0.993 0.909 1.044 0.00095
REG 1.201  1.132 1.272 0.00122 0.992 0.927 1.071 0.00099
PIT 1.195 1.116 1.264 0.0017 0997 0915 1.068 0.0017

* Az FR, CULL, MOM és REG adatok forrasa [81], 4.6. Tablazat.
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21. tablazat. Becslési eljarasok osszehasonlitisa. (¢ = 1.5,y = 1,6 =0,n = 500, r = 25) *

a Mddszer « Anin Xmax MS Ea Y Ymin Ymax MS Ey

a=18 FR 1.794 1597 1989 0.00978 1.007 00912 1.124 0.00316
CULL 1.806 1.597 2.000 0.01605 1.011 0.891 1.131 0.00378
MOM 1.776 1560 1.909 0.00630 1.003 0.897 1.110 0.00243

REG 1.774 1.628 1.887 0.00528 1.003 0.895 1.108 0.00250
PIT 1.818 1.716 1911 0.0027 1.011 0.894 1.084 0.0019
a=15 FR 1.497 1329 1.733 0.00833 0.992 0.900 1.109 0.00285

CULL 1.487 1.274 1.690 0.01077 0.983 0.883 1.091 0.00320
MOM 1.501 1.277 1.698 0.00677 0.996 0.847 1.110 0.00389

REG 1.504 1338 1.663 0.00664 0991 0.894 1.147 0.00361
PIT 1498 1346 1.610 0.0046 1.010 0.908 1.156 0.0030
a=12 FR 1.174 1.063 1.353 0.00379 0.995 0.867 1.100 0.00442

CULL 1.169 1.041 1.329 0.00470 0.982 0.883 1.078 0.00420
MOM 1.155 1.017 1.299 0.00692 0.970 0.857 1.115 0.00459
REG 1.195 1.059 1.347 0.00614 1.000 0.870 1.143 0.00486
PIT 1.218 1.092 1.332 0.0043 099 0.865 1.063 0.0027

* Az FR, CULL, MOM és REG adatok forrasa [81], 4.6. Tablazat.
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22. tablazat. Becslési eljarasok osszehasonlitisa. (¢ = 1.5,y = 1,6 =0, n = 100, r = 50) *

a Mddszer « Anin Xmax MS Ea Y Ymin Ymax MS Ey

a=18 FR 1.779 1.217 2.000 0.03902 0.987 0.803 1.233 0.01037
CULL 1.788 1.284 2.000 0.04584 0.988 0.742 1.168 0.00957
MOM 1.828 1.427 2.000 0.02498 1.001 0.840 1.185 0.00756

REG 1.812 1.448 2.000 0.02528 0.995 0.824 1.182 0.00852
PIT 1.779 1.488 1.999 0.0191 0996 0.788 1.135 0.0077
a=15 FR 1.497 1.140 2.000 0.04066 1.004 0.679 1.374 0.02051

CULL 1.504 1.113 2.000 0.04872 0.992 0.676 1.378 0.01980
MOM 1.527 1.116 1.958 0.04003 1.016 0.646 1.320 0.01970

REG 1.495 0955 1.909 0.04424 0998 0.654 1.313 0.01939
PIT 1.516 1244 1.875 0.0169 1.034 0.715 1.229 0.0140
a=12 FR 1.165 0.887 1.453 0.02202 0.995 0.800 1.264 0.01196

CULL 1.150 0.870 1.460 0.02429 0949 0.693 1.161 0.01371
MOM 1.198 0.848 1.564 0.02624 0.992 0.721 1.273 0.01654
REG 1.208 0.865 1.543 0.01851 1.004 0.754 1.289 0.01255
PIT 1.237 1.023 1.620 0.0204 1.011 0.758 1.368 0.0191

* Az FR, CULL, MOM és REG adatok forrasa [81], 4.6. Tablazat.
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6. A BET részvényeinek modellezése a PIT médszerrel

6.1. A hozambecslés modelljei

Ebben a fejezetben bemutatom a PIT becslési eljards egy lehetséges alkalmazasit. A Bu-
dapesti ErtéktSzsde vezetd papirjainak arfolyam ingadozdsait vizsgdltam a naponkénti logarit-
mikus hozamok eloszldsanak alapjan. Vizsgdlatomban a napi hozamokat fiiggetlennek és szim-
metrikus stabil eloszldstinak feltételeztem. A szimmetrikus stabil modellbdl kiindulva becsiil-
tem a hozamok eloszldsdnak paramétereit és hipotézis vizsgélattal ellendriztem az illeszkedést.
A becsiilt paraméterek segitségével konfidencia intervallumokat adtam a hozamok alakuldséra,
amely korldtozott eldrejelzési lehetdséget is biztosit.

Az arfolyamvéltozasok vizsgélatdra tobb modell hasznélhaté: a relativ (szdzalékban kifeje-
zett) hozam
— Pt

P

és a folytonosan szdmitott (continuously-compounded rate) logaritmikus hozam

R,

1, (71)

P,
r= 1n(PH) = In(R, + 1), (72)
ahol P, és P,_; jelenti a részvény drat az t-edik és ¢ — 1-edik idGpillanatban. Ezt a modellt egy
napos (one-day, single-period) modellnek nevezik. Ha R, értéke kicsi, akkor In(1 + R,) ~ R, a
logaritmus fiiggvény sorfejtése miatt, ezért a két modell nagyon hasonl6 eredményt ad.

A logaritmikus hozam modell haszndlatdnak elénye, hogy az eltelt idére nézve additiv. A
portf6lié hozama a logaritmikus modell szerint:

N
rpe =1n ( Z wie”"),

i=1

ahol w; jeldli az i-edik részvény siilyat a portfélicban (XN, w; = 1, Vi : w; > 0).
Gyakorlatban haszndlatos a kovetkezd kozelités is:

N
I"ptz E W;rj;.

i=1

Elemzésemben a Budapesti Ertéktézsde vezetd részvényeinek r; logaritmikus hozam elosz-
l4sdnak paramétereit szamitottam ki a PIT becslés €s a STABLE program® segitségével. A négy
stabil paraméter arfolyamok esetén szemléletes jelentéssel rendelkezik.

e Az a alakparaméter, amely taldn a négy paraméter koziil a legfontosabb, jellemzi a farkak
vastagsdgat (heaviness) és a csucsossagot (peakedness). Az arfolyamok esetében minél
alacsonyabb az o paraméter értéke, anndl nagyobb valdszintiséggel kovetkezik be extrém
aringadozds az adott részvény arfolyaméban, ezért anndl kockdzatosabbnak tekinthetd.

J. P. Nolan stabil eloszldsok ML mddszerrel valé paraméterbecslésére, a siirliség és eloszlasfiiggvény kozelitésére, stb.
kidolgozott, szabadon hozzaférhet6 szoftvere, mely letSlthetd a [61] weboldalrdl.
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e A 8 aszimmetria paraméter irja le az eloszlds ferdeségét: ha értéke negativ, akkor az elosz-
las balra ferde, €s nagyobb valdszintiséggel csokken az arfolyam, mig ha pozitiv, akkor
jobbra ferde, és emelkedik az 4rfolyam.

o A vy skdlaparaméter és a ¢ helyparaméter a normadlis eloszlds szérdsdhoz és varhato érté-
kéhez hasonl6 szerepet tolt be.

e A ¢ helyparaméter az eloszlas kozéppontjat adja meg, tehat a varhaté hozamot jelenti.

/////

tast), a kockazatossagot irja le.

A dolgozatomban vizsgalt adatsorok részvények napi zaréar adatait tartalmazzak 2004.01.01.
€s 2012. 12. 31. kozott. Az adatok forrasa a www.portfolio.hu weboldal. A vizsgalt részvények:
OTP, Richter, Egis, Magyar Telekom, MOL, valamint a BUX Budapesti Ertéktézsde hivatalos
indexe. Abban az esetben, amikor az adatsorbdl hidnyzott az aznapi zardar, az drfolyamvaltozast

P

az el6z0 napi meglévd adatbol szdmitottam. Az 20. dbra a napi zar6dr adatokat mutatja.

20. dbra. A vizsgalt részvények napi zdrddrainak alakuldsa 2004.01.01. és 2012. 12. 31. kozott
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Feltételeztem, hogy a napi arfolyamadatokbdl képzett minta fiiggetlen, azonos eloszlasbol
szarmazik. A részvényenkénti adatsorokat két valtozdra bontottam paros-paratlan sorszam alap-
jén, és x? teszttel vizsgaltam a két valtozo fiiggetlenségét. A teszt nem utasitotta el a fiigget-
lenséget 95%-os szignifikancia szinten abban az esetben, amikor a felosztas intervallumainak
szdma 2-3 volt, de tobb intervallumra osztds esetén mar igen.

A részvényenkénti adatsorokbdl a (72) formula alapjan meghatiroztam a napi logaritmikus
hozamokat, melyeket a 21. dbra mutat. A hozamok 4brdjan megfigyelhetd a pénziigyi valsig
hatdsdra az un. volatility clustering jelenség, azaz latszik, hogy a vélsag kirobbandsat kovetd
id6ben sokkal volatilisebbek lettek a részvények, mindegyik részvény ara drasztikus ingadozas-
nak volt kitéve. (A vélsag az abrak kozépso részénél, kb. az 1200. megfigyeléstdl kezdddben
latszik.)
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21. abra. A vizsgalt részvények logaritmikus hozamai
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22. abra. A vizsgalt részvények logaritmikus hozamainak gyakorisdgi hisztogramjai
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23. tiblazat. A PIT médszerrel a logaritmikus hozamokbél szamitott & alak-, § hely- és % skalaparaméter
becslések

~

Részvény a 0% 0

BUX 1.738710 0.013422  0.000371
EGIS 1.688192 0.016257 0.000356
MOL 1.732882 0.018634  0.000324
MTELEKOM 1.749846 0.013878 -0.000163
oTP 1.701002 0.021068  0.000409

RICHTER 1.764326 0.016072  0.000178

A logaritmikus hozamok eloszlasdnak vizsgdlatdhoz gyakorisdgi hisztogramon (22. 4bra)
abrazoltam az adatokat. A hisztogramokon lathat6ak a hozamadatokra illesztett normélis elosz-
lasok gorbéi is. A hisztogramokbdl kitiinik, hogy a normélis modell nem illeszthet6 az adatokra,
azok eloszldsa inkdbb stabil eloszlast kovet.

6.2. A BET hozamainak PIT becsléssel szamitott paraméterei

Meghatdroztam a PIT becsléssel a mintdk & alak-, § hely- és ¥ skdlaparaméter becsléseit
a szimmetria feltételezése mellett. A szamitott paraméterértékeket mutatja a 23. tabldzat. Az
eredmények szerint az OTP és az Egis valamivel kockdzatosabbnak bizonyult, a Richter, Mol
és M. Telekom papirjai egy kicsivel stabilabbak, kevésbé kockdzatosak. A y skdlaparaméter ér-
téke az OTP esetében a legmagasabb, y = 0.0211, ami arra utal, hogy a vizsgdlt papirok koziil
az OTP-re volt legnagyobb hatdsa a pénziigyi valsagnak. A becsiilt paraméterek kozotti kap-
csolat még jobban megfigyelhetd, ha a részvények alakparaméterét €s skdlaparaméterét egyiitt
abrazoljuk (23. 4bra).

23. abra. A becsiilt alak- és skalaparaméterek kozotti kapesolat
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Mivel a volatilisebb id6szakokban az arfolyam valtozasok atlaga eltdvolodhat nulltdl, a lo-
garitmikus hozam és a (71) formula alapjan definidlt szdzalékos hozam ebben az id&szakban
eltérhet. A stabil paramétereket a szdzalékos hozamok esetén is meghataroztam, azonban az
eredmények alapjan a teljes vizsgélt id6szakban megfigyelt eloszlds paramétereiben ez a kii-
lonbség nem jelent szamottevd véltozdst. A dolgozat eredményeit a logaritmikus modellben
ismertetem. A (71) formula alapjdn szamitott szazalékos hozamok eloszldsanak becsiilt para-
métereit mutatja a 24. tablazat.

24. tablazat. A PIT mddszerrel a szdzalékos hozamokbdl szamitott & alak-, § hely- és ¥ skalaparaméter
becslések

A

Részvény & 0% 0

BUX 1.738707 0.013425 0.000418
EGIS 1.688284 0.016265 0.000426
MOL 1.731482 0.018630 0.000414
MTELEKOM 1.749941 0.013877 -0.000114
oTP 1.702944 0.021094  0.000526

RICHTER 1.762995 0.016065 0.000244

A STABLE programmal szamitott paraméter becslések eredményeit tartalmazza a 25. tab-
lazat. Az egyes részvények alakparaméterére a két modszerrel nagyon hasonlé eredményt kap-
tam. A STABLE programmal szamitott @ paraméter értékek minden esetben egy kicsivel (kb.
1-2 szézaddal) alacsonyabbak, de kockdzatossdg szempontjdbol ugyanaz a sorrend alakul ki.
A B ferdeségi paraméter értéke minden részvény esetén nulldhoz kozeli, a leginkabb szimmet-
rikus arfolyamu papir az Egis (8 = —0.0037) és az M. Telekom (8 = —0.0070). A skdla és
helyparaméter becslések is hasonléan alakultak mindkét mddszerrel.

A hely és skalaparaméternek kiszamithatok a robusztus becslései tigy, mint a median és a
median abszolit eltérés (Median Absolute Deviation, MAD), illetve a normalis modellbdl kiin-
dulva megbecsiilhetd az dtlag és szords is. Ezeket a becsléseket tartalmazza a 26. tdblazat. Az
OTP és Egis részvényekre a magas skdlaparaméter érték mellett magas szoérdst és MAD érté-

25. tabldzat. A STABLE programmal a logaritmikus hozamokbdl szamitott alak- &, ferdeségi- 8, hely- 6
és skdla- 9 paraméter becslések

N N

Részvény & B 0% 19)
BUX 1.7246 -0.0322 0.00991 0.00043
EGIS 1.6623 -0.0037 0.01212 0.00042
MOL 1.7211  0.0323 0.01376 0.00018
M.TELEKOM 1.7359 -0.0070 0.01016 -0.00005
OTP 1.6904 -0.0852 0.01554 0.00080
RICHTER 1.7458 0.0721 0.01184 0.00012
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26. tablazat. A hely- és skalaparaméter robusztus és normadlis eloszlds szerinti becslései a logaritmikus
hozamokbdl

Részvény atlag medidn szOrds MAD
BUX 0.000286  0.000531 0.017436 0.012381
EGIS 0.000327  0.000000 0.021753 0.015366
MOL 0.000448  0.000000 0.024080 0.017187
MTELEKOM -0.000341 0.000000 0.017790 0.012699
OTP 0.000182 0.000160 0.028241 0.019900

RICHTER 0.000171  0.000000 0.019769 0.014426

27. tdblazat. A logaritmikus hozamok illeszkedésvizsgélatira végzett x> préba p-értékei, tesztstatisztika
értékei és szabadsagi fokai

Ny : normalis eo. N : stabil eo.
Részvény p-érték tesztstat. sz. fok  p-érték tesztstat. sz. fok
BUX 0.0000 52.2043 2 0.0259 12.7440 5
EGIS 0.0000 121.2358 2 0.0025 18.3700 5
MOL 0.0000 103.3843 2 0.1052 9.0975 5
MTELEKOM  0.0000 51.7739 2 0.0001 26.9211 5
OTP 0.0000 108.4685 2 0.5204 4.2039 5
RICHTER 0.0000 82.8593 3 0.0001 25.7553 5

ket kaptam, ami 0sszhangban van az alacsonyabb a paraméterrel. Valamint az alakparaméter
alapjan stabilabb, kevésbé kockédzatos Richternél és M. Telekomndl a szérds és MAD is ala-
csonyabban alakult. A medidn hdrom részvénynél (Egis, Mol, M. Telekom) is nulla lett és a
tobbi esetben is nagyon kozeli a nulldhoz, igy a STABLE program 8 becslésével is 0sszevetve
a szimmetria mellett sz616 eredményt kaptam.

A mintdnak a becsiilt stabil paraméter(i eloszlashoz val¢ illeszkedését Kolmogorov-Smirnov
prébaval és y? goodness-of-fit tesztekkel értékeltem. A 27. tdbldzat a normalitds hipotézise és
a becsiilt a-stabil eloszldshoz valé y? illeszkedés vizsgalat eredményét mutatja. A prébdkat a
MATLAB szoftvercsomag chi2gof fiiggvényével végeztem el. A tdbldzatban a tesztstatisztika
értékét, a hozza tartozo p-értéket, valamint a szabadsagi fokot tiintettem fel. Az intervallumok
szdma mind a két esetben kezdetben 10 volt, de a normélis nullipotézis esetében Ossze kellett
vonni intervallumokat.

A normalis eloszlds esetében a becsiilt paraméterek szdma 2, a stabil eloszlds esetében 4,
igy a kritikus értékek 95%-0s megbizhatdsagi szinten )(g = 11.0705, illetve 3 = 7.8147, és
X3 =5.9915.
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28. tablazat. A logaritmikus hozamok illeszkedésvizsgdlatdra végzett Kolmogorov-Smirnov préba p-
értékei €s tesztstatisztika értékei

Normalis eloszlas Stabil eloszlés

Részvény p-érték tesztst. p-érték tesztst.
BUX 0.0000 0.0566 0.7804 0.0138
EGIS 0.0000 0.0658 0.2179 0.0221
MOL 0.0000 0.0585 0.8810 0.0123
MTELEKOM 0.0000 0.0563 0.0460 0.0288
OTP 0.0000 0.0641 0.8693 0.0125

RICHTER 0.0002 0.0455 0.2748 0.0209

A teszt elvégzéséhez a hipotetikus stabil eloszlasfiiggvények értékeit @ = 1, = 1.1, ...,a =
2 paraméter(i, nagy elemszamu véletlen mintak generdlasdval a mintak percentiliseibdl hataroz-
tam meg. A y? teszt sordn a PIT médszerrel becsiilt & paramétert kerekitettem a rendelkezésre
all6 egy tizedesjegy pontos « értékhez, €s ehhez a hipotetikus eloszldshoz képest vizsgaltam az
illeszkedést. Az tesztek alapjan azt mondhatjuk, hogy a stabil modellt tobb részvény esetében
elfogadhaténak értékelték a tesztek, mig a normalitast egyértelmien el kell utasitanunk.

A 28. tdbldzat tartalmazza az elvégzett Kolmogorov-Smirnov tesztek p-értékeit és a tesztsta-
tisztika értékeket. A 95%-os megbizhatdsagi szinthez tartozo kritikus érték a normalis nullhipo-
tézis esetén 0.00258, mig stabil eloszlast nullhipotézis esetére nem ismert a teszt aszimptotikus
viselkedése. A stabil nullhipotézis esetében a p-értékek a normadlis eloszldsra ismert aszimpto-
tikus eredmények alapjan keriiltek meghatarozasra. A teszteket a Matlab kstest fiiggvényével
végeztem el. Az eredményekbdl kitlinik, hogy a hipotetikus @-stabil eloszldsoktdl vald eltérés
minden esetben kisebb, mint a normalis eloszlastdl valo eltérés, €s a teszt csak egy esetben
(MTelekom) utasitotta el a stabil nullhipotézist.

A hozamok empirikus eloszlasfiiggvényét a normdlis eloszlashoz (24. dbra), illetve a becsiilt
a paraméter( stabil eloszldshoz (25. dbra) illesztve tin. g-q dbrdn dbrdzoltam. A q-q dbra a meg-
figyelt és az elméleti, hipotetikus percentilis értékeket dbrazolja. Ha az illeszkedés megfteleld,
azaz a hipotézisbeli és az empirikus eloszlds egyezik, akkor a pontok egy egyeneshez illesz-
kednek. Az elméleti eloszlasokat 10.000 elem véletlen mintdk generdlasaval allitottam eld. Az
abrakon lathato, hogy a normalis eloszlas illesztése nem megfeleld, az eloszlas szélein jelentSs
eltérések figyelhet6k meg az egyenestSl. Az 25. dbran kevesebb pont tér el az egyenestdl az
eloszlas sz€leinél, tehét grafikusan is a varakozasnak megfeleld eredményt kaptam.
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24. abra. Q-Q abrak a logaritmikus hozamok empirikus eloszldsa és a normalis eloszlas k6zott
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25. dbra. Q-Q abrék a logaritmikus hozamok empirikus eloszldsa és a becsiilt stabil eloszlds kdzott
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6.3. A hozamok eloszlasanak vizsgalata mozgobablakok segitségével

Elemzésem mésodik felében azt vizsgédltam, hogyan alkalmazhaték az eredmények elbrejel-
zésre. Ehhez valtoztathaté méretli mozgdablakot készitettem, és dbrazoltam, hogyan valtoztak a
paraméterek a vizsgalt idSperiddusban. Arra a kérdésre is probaltam vélaszt adni, hogy a 2008—
2009-es pénziigyi valsag hatdsa hogyan mutatkozott meg a hozamok eloszldsdban. AlapvetSen a
részvények kockdzatossagit egy adott id6pontban a hozameloszldsanak alakparamétere jellem-
zi. A hozameloszlds skdla- és helyparaméterének ismeretében pedig konfidenciaintervallumot
készithetiink a hozam alakuldsara. A konfidenciaintervallum nagysagét a skalaparaméter hata-
rozza meg.

Minden részvény esetében 50 elemii mozgodablak segitségével becsiiltem a paramétereket, és
abrazoltam a paraméterek véltozasat az idében. Ez az ablakméret megfelel6en kicsi ahhoz, hogy
a valtozasok gyorsan érvényesiiljenek a becslésértékekben. Hatranya viszont, hogy el&fordult
olyan eset, amikor a paraméterek nem voltak meghatdrozhaték a PIT becsléssel az alacsony
mintaelemszdm miatt.

A 26. dbran a BUX index adatsordbdl becsiilt paraméterek l4thatok, egy-egy al-dbrdba fog-
lalva, tehét a négy abra ugyanannak az adatsornak a becsiilt paramétereit mutatja kiilon-kiilon.
A legfelsd dbra mutatja a logaritmikus hozam adatokat kék szinnel, és a hozameloszldsokhoz
kiszamolt 95%-o0s konfidencia intervallumokat. A normélis eloszlas szerint szamolt intervallu-
mok pirossal, a stabil eloszlds szerint szamolt intervallumok zo6ld szinnel vannak feltiintetve, a
konfidencia intervallumok természetesen a becsiilt paraméterek segitségével késziiltek. Feliilrol
a masodik dbra az a alakparaméter véltozasat mutatja. Ha a PIT becslés nem adott eredményt,
akkor az alakparaméter ért€ke hidnyzik, ezért szaggatottd valik a becslésértékeket mutat6 vonal.
A harmadik dbran a PIT médszerrel szamitott skalaparamétert zold szinnel, a minta tapasztalati
szOrdsat a normdlis eloszlas szerint piros szinnel jeloltem. A negyedik, legalsé dbra a PIT becs-
Iéssel becsiilt helyparamétert és a minta atlagat mutatja, a szinek megegyeznek a korabbiakkal.

A pénziigyi vélsag hatasa kb. az 1200. megfigyeléstdl kezd6dben, az dbrak kozépso részén
lathat6. A négy abran egyszerre kovethetd nyomon az adatsor, €s az sszes paraméter valtozasa.
Mivel a vélasztott ablakméret viszonylag kicsi, ezért a véaltozdsok gyorsan érvényesiilnek a
becslésértékekben. A BUX adatsor a paraméter értéke a valsag id6szakaban a bemutatott dbrak
alapjan nagyon meredeken csokkent. Az id6szakban elért legalacsonyabb értékek 1.3 koriiliek
voltak, mig az id6szak végére az alakparaméter 2 kozelébe keriilt.

A tobbi részvény dbrajat is elkészitettem, ezek alapjan a BUX-hoz hasonléan alakult az OTP
€és az Egis hozameloszlasdnak a paramétere, mig a tobbi vizsgalt papirndl az alakparaméter nem
csOkkent kiugréan. Megallapithatd, hogy az @ paraméter becslése meglehetdsen gyorsan valto-
zik. Ebben kozrejatszhat a becslési eljaras érzékenysége egy-egy nagyon extrém megfigyelésre,
bar ez az érzékenység joval kisebb, mint a hagyomédnyos médszerek esetében.

A vizsgalt id6szakban megfigyelhetd volt mindegyik részvénynél a szords és a skdlapara-
méter novekedése a valsag évében, és ezzel egyidejiileg a helyparaméter, azaz a hozam varhat6
értékének csokkenése. A skdlaparaméter, illetve szords értékének emelkedése nem volt hosszu-
tavy, rovid 1dG alatt visszaalltak a 2008 el6tti skdla és szords értékek. A stabil modellel becsiilt
skalaparaméter természetesen mindig alacsonyabb, mint a normdlis eloszlasbol becsiilt szoras
értéke. Azokban az iddszakokban a legjelent6sebb az eltérés, amikor az alakparaméter jelen-
tésen csokkent. Tehdt minél inkdbb kozelitiink a véges szordsu esethez (o = 2), anndl inkabb
érvényes a normdlis modell, mig ha az alakparaméter csokken, tigy vélik az arfolyam volatili-
sebbé, és emelkednek a szorddast leird paraméterek értékei.
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A mintaelemek fiiggetlenségét a mozgdablakos elemzésben is teszteltem, ugyanazzal a mod-
szerrel, mint a vizsgélat els6 felében, azaz péros és pdratlan index alapjan két mintét képeztem
az alapmint4bdl, és y? teszttel vizsgéltam a fiiggetlenségiiket. Az 50 elemii ablakoknal 4ltaldban
teljesiilt a fiiggetlenség kritériuma.

3. TEZIS. A PIT becslési eljards alkalmazhaté valés adatok elemzésére. A Budapesti Er-
téktozsde kivdlasztott részvényei logaritmikus hozameloszldsdnak paraméterbecslése alapjdn
megdllapitottam, hogy a becsiilt paraméterekkel rendelkezd stabil eloszlds jobban illeszke-
dik a hozamadatokra, mint a normdlis eloszlds. A paraméterek idobeni valtozdsdt elemezve
megdllapitottam, hogy a becsiilt alak- és skdlaparaméterek jol tiikrozik az egyes részvények
kockdzatossdaganak alakuldasadt, amely a 2008-2009-es pénziigyi vdlsdg hatdsdra jelentdsen
megndovekedett ebben az iddszakban.
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26. dbra. Konfidencia intervallum normadlis €s stabil eloszlds alapjan - n = 50, BUX, 2004.01.01. — 2012.
12. 31.
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7. A PIT becslés implementacidja és a segédprogramok

A kovetkezd fejezetben attekintem a bemutatott kutatdsi eredmények eléréséhez sziikséges
informatikai munkat, és 0sszefoglalom a statisztikai 6tlet megvaldsitasat lehetévé tévs progra-
mozasi megoldasokat. Az elkésziilt programok mindegyike MATLAB fiiggvény (.m f4jl), ame-
lyek egymashoz csak lazan kapcsoldédnak, azok tetszdlegesen csoportokba (mappakba) szervez-
het&ek. A fiiggvényeket két nagyobb csoportra bontva ismertetem.

Az els6 csoport a PIT eljarast kiszamité fiiggvények csoportja, tehdt azok a fiiggvények,
amelyek a becslés értékek meghatarozasaban kozvetleniil részt vesznek. Ezek a MATLAB fiigg-
vények olvashatok dolgozatom Fiiggelékében.

A masodik csoport a segédfiiggvények — az el6z6nél sokkal nagyobb — csoportja, amelyben
minden maés elkésziilt fliggvényt 6sszegyijtottem. Ezek a fiiggvények lehet6vé tették az algo-
ritmus gyorsitisat €s az implementacié megkonnyitését célzo tortfiiggvényes kozelités megha-
tarozasat, amelynek mddszere, 1€pései a dolgozatom 4.6. szakaszdban taldlhat6. A segédfiigg-
vények csoportja tartalmazza a stabil eloszlasu egyvaltozos és tobbvaltozds véletlen szamok
generdlasdhoz készitett fiiggvényeket, a véletlenszam generalas algoritmusait dolgozatom 5.1.
szakaszdban mutattam be. Ide sorolhaték a PIT mdédszer megbizhatésaganak, pontossagdnak,
€s a becslés aszimptotikus normalitdsdnak teszteléséhez elvégzett statisztikai vizsgalatokhoz
(Monte-Carlo szimulaciok, dolgozatom 5.2. - 5.4. szakasza) készitett programkodok. Valamint
a segédfiiggvények kozott attekintem a BUX adatsorok elemzéséhez (alkalmazési példa, dol-
gozatom 6. fejezete) irt automatizélt elemzd szkripteket is. Ezek koziil a MATLAB fiiggvények
koziil néhany kivalasztott programkdd olvashat6 a Fiiggelékben.

A MATLAB programcsomag szkriptnyelve nem tipusos, azaz minden valtozét alapértel-
mezésként matrixként kezel, amelynek tetszdleges tipusu elemei lehetnek. Az .m fajlok ismer-
tetésénél kiilon jelzem, ha valamelyik paraméter csak oszlopvektor, vagy skalaris érték lehet.
A programkoddok alapvetéen a kutatdsomban kitlizott statisztikai célok megvaldsitasat szolgal-
jék, a programok nem felhaszndloknak késziiltek, ezért a nem megfeleld paraméterekkel valéd
fliggvényhivasok kovetkezményeit nem teszteltem, nem zartam ki az ebbdl eredd lehetséges
hibékat.

Az elkészitett MATLAB fliggvényeket dolgozatomhoz mellékeltem. A fiiggvények a fenti
felsoroldasnak megfelelden, funkcié szerint vannak csoportositva a mellékelt CD/DVD-n. Eze-
ken a fiiggvényeken kiviil elkésziilt még szamos olyan fiiggvény, amely az adatok MATLAB-ba
torténd gyors beolvasdsit, mozgatisat, mentését, konvertdlasat tette lehetvé, de ezeket a prog-
ramokat nem ismertetem.

7.1. A PIT paraméterbecslést kiszamit6 MATLAB fiiggvények

A 4.4. szakaszban bemutatott PIT algoritmus megvaldsitasat (implementaciéjat), azaz a
becslésértékek kiszamitasat lehetévé tevd fliiggvényeket tartalmazza a 29. tablazat. Az alphase-
arch fiiggvény oszlopvektorban megadott véletlen mintaelemekbdl kiszadmitja a harom becsiilt
stabil paramétert (a, vy, 6), azaz az intervallumfelezéses eljdrast valésitja meg. Osszesen 18 ite-
raciot hajt végre, azaz a skdlaparaméter gorbék metszéspontjat 278 pontossaggal adja meg. Az
utols6 iterdciéban a fennmaradé intervallum hossza 278, Ha az intervallumfelez8 algoritmus
kezd6pontjaiban (@ = 1 és @ = 2) meghatdrozott skalaparaméter becslések kiilonbségei nem
valtanak elgjelet, az azt jelenti, hogy az [1, 2] intervallumban nincs metszéspont, ezért az iterd-
ci6 nem folytatédik, ebben az esetben a paraméterek értéke -1. Tehat a -1 érték jelzi, hogy az
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input oszlopvektorban tarolt mintakra a PIT becslés nem ad érvényes paraméterbecsléseket.

A pingpongl és pingpong?2 fliggvények a ping-pong moddszerrel a Cauchy és a norma-
lis eloszlas haszndlataval meghatirozzdk rogzitett @ esetén a hely- és skdlaparaméter értékét.
Az iterdciobol valo kilépési feltétel a skdlaparaméter konvergencidja, a megkovetelt pontossig
€ = 1078, A pontossdg jelenleg nem viltoztathaté paraméterben. Ha a skdlaparaméter becslése
nem konvergal, akkor 100 iterdcié utdn mindenképp kilépiink a ciklusbdl, ekkor -1 értékii lesz
mindkét becsiilt paraméterérték.

A Bl és B2 fiiggvények a tortfiiggvény kozelitést tartalmazzdk, a 4.6 szakaszban bemuta-
tott egyiitthatok alapjan. A polinomok kiszamitdsa a MATLAB polyval fiiggvényével torténik,
amely a polinomok kiértékelését a Horner séma szerint szamitja. Az algoritmus implementala-
sdhoz sziikség van a normalis eloszlasfiiggvény értékének pontos kiszamitasira. A normédlis el-
oszlasfiiggvény értékei az ismert algoritmusok, példaul az inverz modszer alapjan meghatdroz-
hatok, de a MATLAB programcsomag beépitett fiiggvénye (normcedf’) alkalmasnak bizonyult a
megfeleld pontossagu értékek kiszamitdsdra.

29. tdblazat. A PIT algoritmus implementdcidjanak fiiggvényei

fliggvény funkci6 input paraméterek output paraméterek
alphasearch intervallumfelezéses eljaras mintaelemek oszlop- «, vy, 6 paraméterek
vektorban becslései
pingpongl  ping-pong moddszer a Cauchy mintaclemek oszlop- becsiilt hely- és ska-
eloszldssal, rogzitett @ esetén vektorban, rogzitett @ laparaméter
megadja a hely- és skdlaparamé-
tert
pingpong?2  ping-pong médszer a normdlis mintaclemek oszlop- becsiilt hely- és ska-
eloszldssal, rogzitett @ esetén vektorban, rogzitett @ laparaméter
megadja a hely- és skdlaparamé-
tert
BI B fliiggvény tortfiiggvény koze- « alakparaméter Bi(a)
litése
B2 B, fliggvény tortfiiggvény koze- « alakparaméter Br(a)

litése
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7.2. A tortfiiggvény kozelités meghatarozasanak segédfiiggvényei

A tortfiiggvény kozelités meghatirozasat lehetdvé tévo segédfiiggvényeket a 30. tablazatban
foglaltam Ossze. A tortfiiggvény kozelités 1épéseirdl dolgozatom 4.6. szakasza szdl.

A Blkozelites és B2kozelites fliggvények segitségével a tortfiiggvény kozelités alappontjai-
ban felvett fiiggvényértékeket szamitottam. Mindkét fiiggvény 50-szer ismétel 5 millidés nagy-
sdgu «a-stabil mintaval egy B(«) fliggvény kozelitést. A valasztott alappontok, amelyekben a
kozelitett értékeket meghataroztam 1.05, 1.1, ..., 1.95 voltak. Az @ = 1 és @ = 2 pontokban is-
mert a fiiggvények értéke, amely 1/12, illetve a MAPLE programmal nagy pontossdggal meg-
hatarozhato, lasd 4.6. szakasz.

A ract fgv_kereses fliggvény a raciondlis tortfiiggvény kozelitések el6allitdsat szolgédlja. Az
input paraméterek az alappontokban meghatédrozott fliggvényértékek métrixa és egy olyan mat-
rix, amely a kiprébdldsra varo tortfiiggvény kozelitések jellemzdit irja le. A fiiggvényértékek
matrixa harom oszlopot tartalmaz, az els6 az alappontokat, a masodik a Cauchy eloszlas hasz-
nalatdval, a harmadik a normdlis eloszlas hasznalatival meghatarozott fliggvényértékeket. A
masodik matrix, amelyet a fliggvény var, a készitendd 12 tortfiiggvény esetet irja le, elsd osz-
lopdban taldlhat6 az ismeretlenek (egyiitthatok), médsodik oszlopédban a kivdlasztott alappontok
(egyenletek) szama (lasd dolgozatom 2. tdblazata).

A ractfgv_kereses fliggvény a kiszamitott kozelitések egyiitthatéit, és az alappontonkénti
eltérések matrixat esetenként csoportositva fajlba irja ki. A fiiggvény visszatérési értéke a 12
tortfiiggvény kozelités B -re és B, -re egyarant meghatarozott abszolut értékben vett maximalis
eltérések értéke, azaz a hibafiiggvény normdjanak kozelitése. A hibafiiggvényt val6jaban nem
ismerjiik, csak a szimulalt alappontbeli fiiggvényértékekhez képest vizsgaltam a kozelitd fiigg-
vények eltérését.

30. tabl4zat. A tortfiiggvény kozelités meghatdrozasinak segédfiiggvényei

fliggvény funkci6 input paraméterek output paraméterek
Blkozelites az alappontokban fel- - fajlba irja az ered-
vett B fliggvényérté- ményt
keinek kozelitése
B2kozelites az alappontokban fel- - fajlba irja az ered-
vett B, fliggvényérté- ményt
keinek kozelitése
ractfgv_kereses a B fiiggvények leg- kozMatrix: alappontbeli hibafiiggvény becs-
megfelel6bb raciondlis  szimuldlt fiiggvényértékek, 1ések (maximalis el-
tortfiiggvény kozelité- tervMatrix: tortfiiggvény  térések) matrixa
sét 12 varidciéval au- varidciék fokszdma és a
tomatizdltan keresi vélasztott alappontok szdma

7.3. Fiiggvények véletlenszamok generalasahoz

Az egyviltozds €s tobbvéltozds véletlenszam generdlds fliggvényeit foglalja 6ssze a 31.
tdblazat. Az implementalt médszerek €s képletek részletesen dolgozatom véletlenszam genera-
lassal foglalkozé 5.1. szakasza tartalmazza.
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A zol figgvény a Zolotarev-féle véletlenszam generalds képletét tartalmazza, amely szim-
metrikus eloszlds generaldsdra hasznalhato a (60) képlet alapjan. A zol fiiggvény standardizalt
valtozokat készit, a (60) képlet utdn szerepld megjegyzés alapjan. Ha véletlen vektort szimul4-
lunk, akkor a komponensek azonos a paraméterrel rendelkeznek és fiiggetlenek. A zol fiiggvény
paraméterei a generdland6 minta elemszdma, véletlen vektor készitéséhez a komponensek sza-
ma, az alakparaméter, a hely- és skdlaparaméter értéke. A visszatérési értéke a generdlt minta
matrixa.

A tobbviéltozds véletlenszam generdlds modszerei koziil elkészitettem az Uchaikin és Zo-
lotarev [79] éltal bemutatott harom dimenzids gombszimmetrikus eloszlds generdlasat megva-
16sit6 programot a (65) formulédk alapjan. A mintakeszit fliggvény adja meg a haromdimenzios
mintat egy elemszam X 3 tipusi matrixban. A mintakeszit fliggvény a gombszim fliggvény altal
generdlt véletlen irdnyok (pontok egyenletes eloszlas szerint az egységgdmb felszinén) és a és
rfuggveny figgvény altal szamitott sugarhosszok elemenkénti szorzatat szamitja ki. A gomb-
szim fiiggvény a pontszam input paraméterben megadott elemszdmu poldrkoordindtds gomb-
szimmetrikus szimuldlds szerinti irdnyt késziti el. Az rfuggveny fiiggvény a polarkoordinatés
gombszimmetrikus szimuldldsban hasznalt, pontszam paraméterben megadott darabszamu su-
garhosszt szimuldlja, input paraméter még az « értéke, mivel a hosszusagok fiiggenek az alak-
paramétertdl, 1asd dolgozatom 5.1. szakasza, (65) és (66) képletek. Az etal és eta2 .m fijlok a
sorfejtés kozelitését leird segédfiiggvények.

31. tablazat. Fiiggvények véletlenszdm generaldshoz (.m fajlok)

fliggvény funkcié input paraméterek output paraméte-
rek
zol véletlen minta generdldsa n: minta elemszam, dim: kom- a generalt n X dim
a Zolotarev formuldval ponensek szdma, alpha: min- maétrix

ta alakparamétere, scale: ska-
lapar., location:helypar.
mintakeszit 3 dimenziés gombszim- pontszam: készitendd minta- 3 dimenzids minta
metrikus eloszlds szimuld- elemszdm, alpha: o paraméter métrixa
lasa Uchaikin és Zolotarev

alapjan
gombszim  gdmbszimmetrikus szimu- pontszam: készitendd irdnyok véletlen irdnyok
14l4s irdnyait adja szdma maétrixa

rfuggveny  gombszimmetrikus  szi- pontszam: készitend6 sugarak sugarak métrixa
muldldsban az R sugarak szdma, alpha: a alakparaméter
hosszat adja

etal segédfiiggvények a u: fuggvény argumentum, alp- 7;(u, @)
hiaromdimenzidés generd- ha: a alakparaméter
lashoz

eta2 segédfiiggvények a u: figgvény argumentum, alp- 12(u, @)
haromdimenzids generd- ha: @ alakparaméter
lashoz
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7.4. A valos arfolyamok elemzésére készitett MATLAB fiiggvények

Ebben a szakaszban ismertetésre keriil5 fiiggvények a BET részvény arfolyamok elemzésé-
hez (dolgozatom 6. fejezete) voltak sziikségesek. A fiiggvények lehet6vé tették az adatok be-
olvasdsat, konvertdldsat, az elemzés elvégzését a stabil paraméterek meghatarozasan keresztiil,
majd az abrak, 6sszefoglald tablazatok elkészitését. A kovetkezdkben csak néhany kivalasztott
MATLAB fiiggvényt ismertetek.

A BUXelemerz fliiggvény a BUX alkalmazési példa részvény adatait elemzi. A vizsgalt rész-
vények az BUX, Egis, Mol, MTelekom, OTP, Richter voltak, a program 6 mintét tartalmazé
cellamatrixot var bemend adatként, a cellamatrixok tartalmazzak az el6zetesen kiszamolt lo-
garitmikus vagy diszkrét hozamok adatsorait. (A cellamétrix olyan MATLAB adatstruktira,
amelynek elemei maguk is matrixok lehetnek.) A fiiggvény a hdarom stabil paramétert becsiili,
a kiszamitott paramétereket soronként tarolja, az eredmény egy 6 X 3 matrix a becsiilt paramé-
terekkel.

A diszkretreturn és logreturn fliggvények a (71) és (72) képletek alapjan kiszamitjék a diszk-
rét és a logaritmikus hozamokat a részvények napi arfolyamadataibol. A www.portfolio.hu web-
oldalrdl letoltott adatsorokban a masodik oszlop tartalmazta a napi zaréar adatokat, ezért a ho-
zamszamito fiiggvények egyeldre csak ezekbdl az oszlopokbodl dolgoznak.

A hozamstat fiiggvény a medidnt, atlagot, szordst és a medidn abszolut eltérést szamolja ki
a diszkrét és logaritmikus hozamok cellamatrixaibol. A MATLAB beépitett fiiggvényeit (mean,
std, median, mad)haszndlja a statisztikai jellemzdOk kiszdmitdsdhoz. Eredményként egy latex
formatumdu tablazatot készit.

A fuggetlenseg fliiggvény azt teszteli, hogy egy hozamadatokbdl allé minta elemei egymas-
t6l fiiggetlennek tekinthetdk-e. Ez annak a feltétele, hogy paraméterbecslésre hasznédlhassuk az
adatsort, mint a hozamok eloszldsara vonatkozd, fiiggetlen azonos eloszlasi megfigyelésekbdl
allé mintat. Az ellen6rzést gy végzi, hogy a mintavektort két részmintdra bontja paros és pa-
ratlan indexek alapj4n, majd a két mintdnak a fiiggetlenségét teszteli y? illeszkedésvizsgalat
probdval. Kiszamitja a kritikus értéket, és a hozza tartozo p-értéket. A p-érték szdmitasdhoz a
MATLAB beépitett chi2cd f fiiggvényével meghatdrozza a statisztikdhoz tartozé eloszlasfiigg-
vény értéket, és kivonja 1-bol.

A mozgoablak fiiggvény a stabil paramétereket becsiili az alphasearch fiiggvény hivasdval
egy hozam adatsorbdl ugy, hogy meghatarozott ablakhossz egymast kvetd mintaelemet tekint
egy mintdnak, majd egy mintaelemmel mindig el6re tolva a mozgdablakot djra becsiili a para-
métereket. A mozgoablak fiiggvény a stabil paramétereken kiviil ugyanezen mintdk atlagat és
szOrdsat is kiszdmitja. A becsiilt stabil paraméterek alapjan és a normalis eloszlds szerint be-
csiilt atlag és szords paraméterek alapjan kiszamitja a 95%-os konfidenciaintervallum alsé és
fels6 hatarat. Végiil 6sszesen négy dbrat készit el. A fiiggvénnyel késziilt konfidenciainterval-
lumokat tartalmaz6 4dbra dolgozatom 26. dbrdja.

7.5. A statisztikai vizsgalatokhoz, szimulaciokhoz készitett MATLAB fiiggvények

A 33. tdblazatban foglaltam Ossze azokat a legfontosabb fiiggvényeket, amelyeket a statisz-
tikai vizsgélatok és szimuldciok elkészitéséhez készitettem. A modszerek implementdldsanal
csak kevés esetben tdmaszkodhattam a MATLAB programcsomag rendelkezésre 4116 (beépitett)
fliggvényeire, ugyanis a tobbvéltozds normaélis eloszlds teszteléséhez nem tartalmaz a MAT-
LAB ilyen fiiggvényt. Az egyvaltozos normalités teszteléséhez hasznalt Sarkadi prébat szintén
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32. tdblazat. A valds arfolyamok elemzésére készitett MATLAB fiiggvények

fliggvény funkcié input paraméterek output paraméterek

BUXelemez A hérom stabil paramétereket ahozamok cellamdtrixa a becsiilt paraméte-
becsiili a részvény arfolyamada- rek 6 X 3 tipusd mat-
tok alapjan rixa

diszkretreturn A részvényarfolyamok zdrédr A: drfolyamadat matrix — a zdrédrak diszkrét
adataibol kiszamitja a diszkrét hozama
hozamokat

logreturn A részvényarfolyamok zaréar A: arfolyamadat matrix  a zaréarak logaritmi-
adataibdl kiszdmitja a logaritmi- kus hozama
kus hozamokat

hozamstat A mediant, 4tlagot, szordst és a logR: logaritmikus ho- eredmény latex tdb-
medidn abszolit eltérést szamol- zamok, disR: diszkrét lazatos formaban
ja ki a hozamok métrixaibol hozamok cellamétrixai

fuggetlenseg A hozamadatok elemeinek fiig- x: minta, bin: intervallu- a y2-préba eredmé-
getlenségét teszteli mok szdma a y>-préba nye: dontés, szabad-

sordn sagi fok, p-érték

mozgoablak Mozgéablakos mddszerrel dbrat adat: hozam adatsor, ab-  dbrdk
készit a becsiilt paraméterekrdl, lakhossz: a mozgdablak
az arfolyam adatokrdl, és konfi- mérete
denciaintervallumot rajzol hozza

implementédltam.

A szimulédcidkhoz végrehajtasdhoz készitett programkodokat nem részletezem, mert ezek
tobbnyire egyszer, sok egymasba dgyazott ciklust tartalmazé programok. Ezeknél az eljara-
sokndl a futtatdsok szdma, és a rendkiviil magas szamitasi igény jelenti a nehézséget. Egy-egy
szimuldcio elvégzése tobb Ordt vesz igénybe egy dtlagos teljesitményd PC-n.

A multivnormality és a DoornikHansen fiiggvények a statisztikai vizsgélatokat leiré 5.3.
szakaszban bemutatott Mardia-féle ferdeség és lapultsdg mutatékon alapul6 tesztet, valamint a
Doornik és Hansen szerzdk dltal bemutatott médszert valdsitjdk meg. Mindkét fiiggvénynek a
tobbvaltozés megfigyelések matrixa az input paramétere.

A Mardia-féle teszt esetében el6szor meg kell hatdrozni a Mahalanobis tdvolsdgokat ( a
(67) formula szerint), majd ezek segitségével a tobbvaltozos ferdeség és a tobbvéltozds lapult-
sag értékét ( (68) és (69) formuldk). A ferdeség tesztstatisztikdjit a megfeleld szabadsagi foku
x* eloszldssal szemben, a lapultsdg tesztstatisztikdjat a standard normalis eloszldssal szemben
teszteljiik. A megfeleld eloszlasfiiggvény értékeket (chi2edf — a y? eloszlas eloszlasfiiggvénye,
a chi2inv — a y? eloszlés eloszlasfiiggvényének inverze, normcdf— normdlis eloszldsfiiggvény,
norminv — normadlis eloszlasfiiggvényének inverze) a MATLAB beépitett fiiggvényeivel sza-
moltam.

A Doornik és Hansen altal bemutatott eljards esetén a tobbvaltozds minta transzformaltjat
készitjiik el a valtozok korreldcidos matrixdnak sajatértékei €s sajatvektorai segitségével a (70)
formula alkalmazdsaval. A sajatértékek és sajatvektorok szamoldsdhoz a MATLAB beépitett
eigs fliggvényét hasznaltam. A tesztstatisztika ennél a médszernél is y? eloszlast kovet, igy a x>
eloszlas MATLAB fiiggvényeinek segitségével meghataroztam a proba eredményét: a tesztsta-
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tisztika értékét, a dontést és a p-értéket.

33. tablazat. A PIT becslés normalitdsvizsgalatdnak néhdny MATLAB fiiggvénye

fliggvény funkcié input paraméterek output paraméterek
sarkadilD Sarkadi-proba mintaclem X vektor: egyvaltozés minta  a transzformalt
transzformacidjat hataroz- minta
za meg

multivnormality —a Mardia-féle tobbvaltozds
ferdeség és lapultsdg érté-
keket adja meg

DoornikHansen Doornik és Hansen madd-
szer tobbvaltozés normali-
tas tesztelés

X: nX p tipustd matrix, a tobb-
valtozds minta

X: nX p tipustd matrix, a tobb-
valtozds minta

fajlba irja a teszt-
statisztika értékét,
a dontést és a p-
értéket
eredmények: don-
tés, a statisztika ér-
téke , p-érték

4. TEZIS. Elkészitettem a PIT paraméterbecslési modszert megvalosité MATLAB fiiggvé-

Yy

nyeket, valamint a modszer tesztelését, szimuldciokkal torténd statisztikai vizsgdlatdt, és valos
adatsorokra valo alkalmazdsdnak lehetoségét megteremtd programkodokat, segédfiiggvénye-
ket. A modszer hatékonysdgdanak, megbizhatésdgdanak elemzésével megmutattam, hogy az el-
Jjdrds hasonlo performancia tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint a szakirodalomban ismert
maodszerek. A paraméter becslések kiilon-kiilon egyvdltozos és egyiittes normalitdsdt szimu-

lacio sorozatban vizsgdltam.
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8. Osszefoglalas, tézisek

8.1. Osszefoglalas és javasolt kutatisi iranyok

Elkészitettem egy az M- becslések csoportjaba tartoz6 1j becslési eljarast, amely szimmet-
rikus stabil eloszldsok egyiittes paraméterbecslésére hasznalhato.

A bemutatott 4j mddszer pozitivumai, haszndlatdnak eldnyei:

ol

e A mddszer nem haszndlja kozvetleniil az ismeretlen a-stabil stirliség-, eloszlds-, vagy
karakterisztikus fiiggvényt.

e Futdsi id6ben az algoritmus nem haszndl numerikus integrdldst, igy gyorsabb mint az
integraldst hasznilé médszerek, pl. a maximum likelihood médszer.

e Egyszerlien implementdlhaté barmilyen programozési nyelven, amely jelentSs elénye a
tobbi paraméterbecslési eljarashoz hasonlitva.

e A mddszer gyakorlati hasznositdsdhoz minden kozelités, fiiggvény, algoritmus rendelke-
zésre all, nincs sziikség tovabbi segédkonstansokra, tdbldzatokra.

e A pontossag bedllithatd, igy ha nincs sziikség nagyon pontos eredményre, akkor az algo-
ritmus gyorsithato.

e A bemutatott becslési eljards valds feladatokra alkalmazhato.

A médszer hatékonysagét szimulacids vizsgédlatok segitségével igazoltam, valamint dssze-
hasonlitottam a létezd mdédszerekkel a hatékonysag (performance) jellemzdket.

A bemutatott eljarast valos adatokra alkalmaztam. A becsiilt paraméterek alapjan kovetkez-
tetéseket tudtam levonni a pénziigyi vélsag részvényarfolyamokra gyakorolt hatdsara vonatko-
z6an. A bemutatott eljards hasznos eszkéznek bizonyult elérejelzéshez, modell illesztéshez.

A lehetséges tovabbi kutatdsi irdnyokat az aldbbiakban foglalom Ossze.

e A PIT becslés aszimptotikus normalitdsdnak igazoldsa: a szimulacids vizsgalatokkal em-
pirikusan igazoltam, hogy nagy mintdk esetén az aszimptotikus normalitds teljesiil. Az
allitds elméleti bizonyitdsa lehetséges kutatdsi irany.

o A szimulécids vizsgalatokkal kapott kovariancia métrixok elemzésével lehetséges a para-
méterek becslésének egyiittes eloszldsanak tovabbi vizsgélata.

e A skalaparaméter gorbék helyzete, egymashoz val6 viszonya a tapasztalatokbdl szarma-
zik. A skalaparaméter gorbék, a monotonités, a metszéspont 1étezésének elméleti bizonyi-
tdsa megoldandé feladat.
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A raciondlis tortfiiggvényeket az @ € [1,2] intervallumon koézelitettem, mert a stabil el-
oszlasnak ebben az intervallumban létezik a varhat6 értéke. A numerikus kozelités meg-
hatarozhat6 alacsonyabb alakparaméter stabil eloszlasok esetén is.

A szakirodalomban ismert paraméterbecslési modszerek implementdldsa lehetové tenné
az 0sszehasonlité szimuldcidk egységes futtatdsi kornyezetben, egységes véletlenszam ge-
neraldssal val6 vizsgélatat. Ezzel a médszerek futési id6, bonyolultsdg, implementalhato-
sdg szempontjabol osszehasonlithatéva valnanak.

A paraméterbecslési eljards barmilyen valds, feltételezetten stabil eloszlasu adatsorra al-
kalmazhato, ezért a moédszer mas tudoményteriiletek alkalmazott kutatdsaiban hasznilha-
to.

Azilleszkedésvizsgalatra hasznlt médszerek (pl. y>-préba, KS. préba) feltételezik a teszt-
statisztika eloszldsanak ismeretét. Ha stabil eloszléds szerepel a nullhipotézisben, akkor a
normalis eloszldsra meghatdrozott kritikus érték tdblazatok nem érvényesek. A stabil alter-
nativdkkal szembeni illeszkedésvizsgdlat témdjaban sziilettek szimul4cids tanulmanyok a
kozelmultban. A kiilonbozd illeszkedésvizsgalat probak hatékonysédga stabil eloszlasok
esetén még nem kidolgozott teriilet. A bemutatott eljarast kritikus értékek meghatarozasa-
ra, er6fiiggvény szimuldcids vizsgdlatokra lehetne haszndlni. A témdban sziiletett szimu-
l4aci6s tanulmany Csendes [S11].

A részvénydrfolyamok elemzésénél érdekes kérdés, hogy mennyi ideig érvényesek a be-
csiilt paraméterek alapjan meghatarozott konfidenciaintervallumok, azaz hiny nap utin
1ép ki az drfolyam a meghatdrozott konfidenciaintervallumbél. Erdekes lenne vizsgdlni
tovabba azt is, hogy az érvényességi id6 és a becsiilt paraméterek kozott milyen kapcsolat
mutathato ki.

A pénziigyi vélsag hatdsa vizsgélhato részletesebben is tobb hazai és kiilfoldi részvény,
illetve mas pénziigyi instrumentum drfolyama alapjan.

A meghatéarozott konfidenciaintervallum alsé végpontja (az ellentettje) tulajdonképpen a
VaR kockéztatott értéket adja meg. A paraméterek ismeretében meghatarozhat6 a rész-
vény vagy portfolio CVaR mutatdja is.

A meghatédrozott paraméterek alapjan a portfélié kivalasztasi feladat megolddsa. Olyan
program készitése, ami az arfolyamadatok fiiggvényében a paraméterek valtozasa esetén
az idében Ujrasulyozza a portfoliot.
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8.2. Tézisek

1. TEZIS. Ismert alakparaméterii eloszldastipus esetén az M-becslés hasznadlhato a stabil
eloszldsok hely- és skdalaparaméterének becslésére. Ha mads alakparaméternek megfelelo F ,
eloszldsfiiggvényt vdlasztunk a sulyfiiggvényben, a segitségével meghatdrozott B érték fel-
haszndldsdval a hely- és skdalaparaméter torzitatlan becslését adjuk (1 < a < 2).

2. TEZIS. Ha az alakparaméter sem ismert, akkor a Cauchy és a normdlis eloszlds alapjdn
a becsiilt skalaparaméterek osszehasonlitasaval megadhato az alakparaméter becslése és igy
a szimmetrikus stabil eloszlds alak-, hely- és skdlaparamétere egyszerre becsiilheto.

3. TEZIS. A PIT becslési eljards alkalmazhaté valés adatok elemzésére. A Budapesti Er-
téktozsde kivdlasztott részvényei logaritmikus hozameloszldsdnak paraméterbecslése alapjdn
megdllapitottam, hogy a becsiilt paraméterekkel rendelkezd stabil eloszldas jobban illeszke-
dik a hozamadatokra, mint a normdlis eloszlds. A paraméterek idobeni valtozdsdt elemezve
megdllapitottam, hogy a becsiilt alak- és skdlaparaméterek jol tiikrozik az egyes részvények
kockdzatossdaganak alakuldasat, amely a 2008-2009-es pénziigyi vdlsdg hatdsdra jelentdsen
megnaovekedett ebben az iddszakban.

4. TEZIS. Elkészitettem a PIT paraméterbecslési modszert megvalosito MATLAB fiiggvé-
nyeket, valamint a modszer tesztelését, szimuldciokkal torténd statisztikai vizsgdlatdt, és valos
adatsorokra valo alkalmazdsdnak lehetoségét megteremtd programkodokat, segédfiiggvénye-
ket. A modszer hatékonysdagdnak, megbizhatésdganak elemzésével megmutattam, hogy az el-
jaras hasonlo performancia tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint a szakirodalomban ismert
maodszerek. A paraméter becslések kiilon-kiilon egyvdltozos és egyiittes normalitdsdt szimu-

lacioval vizsgdltam.
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9 Summary

9.1 Introduction

Stable distribution family has been widely investigated since its introduction by Levy [40].
The theoretical importance of stable laws is inevitable since the distribution family provides
the only possible solution to the generalization of the central limit theorem (CLT). With the as-
sumption of a common finite variance, limiting distribution for the sum of independent, identic-
ally distributed (iid) random variables is the normal law. The generalization of CLT called the
domain of attraction problem arises by summing iid variables with infinite variance. Detailed
works on the field are Gnedenko and Kolmogorov [25], Petrov[65], Feller [21].

In data analysis heavier tails are usually realized when a great number of observations are
aggregated with very high or nearly infinite variance. It seems reasonable to assume a relation
between these characteristics of data sets and the generalized CLT. If such data are modelled ap-
plication of stable laws should be considered. Data sets of this sort are collected in studies in the
field of financial mathematics, e.g. price changes in high frequency trading, signal processing,
or measuring the data transfer of Internet traffic.

Stable distributions have heavy tails which means that the probability of extreme observa-
tions are higher than the probability considering the normal distribution. At stock exchange the
distribution of price movements of the assets have also heavy tails representing the shocks that
occasionally happen. However, in the case of a stable distribution, the probability close to the
mean is higher than by the normal distribution, so the shape of the density is peaked. To capture
this behaviour from the 1960’s many author has examined the use of stable distributions for
modelling financial time series, a few of them are Mandelbrot [45], Fama [14], [15], [16], Press
[66]. More recent works on the topic are Adler, Feldman and Taqqu [3], Bradley and Taqqu [6],
Rachev [68], Rachev and Mittnik [69].

However, stable distributions are not commonly accepted and widely used, because there
are some issues which are hard to handle. The general probability density function (pdf) and
cumulative distribution function (cdf) are not known in exact form. The pdf and cdf of a general
stable variable is available in so-called integral representation. Numerical integration has a very
high computational demand and the convergence of the formula is very slow, it is possible that
around a thousand terms are necessary. A general stable distribution can be characterized by four
parameters of the characteristic function (chf). The shape parameter (characteristic exponent,
index of stability) a € (0, 2] describes peakedness around the mean and heaviness of the tails,
skewness 8 € [—1, 1] is the symmetry parameter, scale v > 0 is a measure of dispersion and
location 6 € R is the mean (if it exists). The chf in general is a complex valued function and
cannot be easily used in applications.

The variance is infinite of all stable distributions, except the normal distribution which is
a member of the family with characteristic exponent @ = 2. Another fact is that all moments
E|X|P with p > « are infinite, i.e. do not exist. Basic works dealing with the distribution family
are Uchaikin and Zolotarev [79] and Zolotarev [84] on general characteristics, Adler et. al [3],
Samorodnitsky and Taqqu [71], and Nolan [56] on simulation and statistical diagnostics.

Empirical studies has pro and contra results in connection with application of stable distri-
butions for modelling asset price changes, and intensive research work is still in progress in this
field. The inefficient and cumbersome procedures, and computationally intensive algorithms
prevented wide-spread usage of the stable family in data analysis until the last decades. These
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difficulties tend to vanish with the increased computational capacity of computer hardware and
achievements in numerical methodology. There is an increasing need for feasible and reliable
methods which can facilitate these statistical examinations, e.g. numerically determine values
of the pdf or cdf, goodness-of-fit tests and parameter estimation.

Parameter estimation of the four stable parameters is a compounded problem. The above
mentioned properties of the stable family require extraordinary procedures. Methods that are
usually used, such as the maximum likelihood method or method of moments can not be applied
in a usual way. Many different approaches have been introduced to estimate the parameters.
Nolan [55] presented Maximum likelihood method calculated via the numerical integration
of stable pdf with Fast Fourier Transform algorithm. There exist tail index estimators which
estimates parameter « of the distribution based on asymptotic Pareto behaviour of the tails, e.g.
Csorg6 [9], Csorgd and Viharos [10], Hall [26], Hill [31], Szeidl [77], Viharos [80]).

Historical importance is in the methods based on empirical quantiles by Fama and Roll
[17], [18], and McCulloch [50]. The characteristic function and its transformations are used
in the methods by Press [66]. A regression type estimator based on the characteristic function
has been presented by Koutrouvelis [39], and an improved version of his method by Kogon and
Williams [38]. Very recent works are Garcia et. al [24] which is a Bayes statistical approach and
Matsui and Pawlas [49] where formulas of stable fractional moments are derived for parameter
estimation and prediction.

Main motivation of my research was to introduce a new parameter estimation method which
is easy to implement, fast, gives accurate, reliable results and useful in practical applications.
In this Thesis a new robust parameter estimation method to symmetric (8 = 0) stable distribu-
tions will be presented. The procedure is a variation of maximum likelihood type M-estimators
presented originally by Huber [32] and its weight functions are derived from Probability Integral
Transformation. The estimator provides joint estimation of shape parameter a, scale parameter
v and location parameter 6. The proposed method possesses all known good robustness per-
formance properties. The estimation procedure does not use the probability density function or
the characteristic (chf) function directly, hence is faster than the maximum likelihood or chf
based methods.

A simulation study will be presented which was performed to compare the proposed estim-
ator with other methods based on performance properties and assess convergence of the estimat-
ors. I will also demonstrate that the method could be used to model Hungarian Stock Exchange
price change data and the goodness-of-fit of distributions with the estimated parameters was
assessed.

The structure of my Thesis is the following. Chapter 2 deals with definitions and basic
properties of univariate and multivariate stable distributions. In Chapter 3 the main results of
modern portfolio theory are summarized. Chapter 4.1 and 4.2 are overviews on existing para-
meter estimation methods and achievements of robust statistics, respectively. In Chapter 4 the
new parameter estimation method is proposed. The computation of the estimators is fastened
with pre-calculated rational fraction approximations with high accuracy. Chapter 4.6 is devoted
to present the steps of determining the rational fraction approximation.

Chapter 5 contains simulation results on PIT estimation of the stable parameters. In Chapter
5.1 random variable generation techniques are summarized which were necessary to be im-
plemented for the Monte-Carlo simulations. The simulation study is presented in Chapter 5.2.
In Chapter 5.4 a simulation study is described where performance of some known parameter
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estimation methods and the new method are compared. The study also investigates the con-
vergence of joint estimators of the parameters and performance of the method. Results can be
found in Chapter 5.3.

Chapter 6 is devoted to present the results of modelling Hungarian Stock Exchange price
change data with stable distributions and estimate parameters with the PIT estimation proced-
ure. Investigation involves not only parameter estimation of logarithmic price change time series
of some assets, but also visualization and goodness-of-fit testing.

In Chapter 7 I summarized all of the MATLAB program codes which were used to reach
the scientific results presented in the Thesis. The most important algorithms are presented in the
Appendix.

At last I briefly summarize the presented work, the advantages and disadvantages (limita-
tions) of the new method and define further research directions in Chapter 8.

9.2 Main results

THESIS 1 The M-estimator can be used to estimate stable parameters scale and location
if the a-stable distribution type is known. If the chosen distribution type F, in the weight
Junction is not the one that coincides the sample’s a-stable distribution then a predetermined
value B that is derived from the chosen F, , distribution is used to give an unbiased estimator
of scale and location parameter (1 < a < 2).

THESIS 2 If the shape parameter « is not known but is also to be estimated from the sample,
then by comparing scale estimators calculated by considering the normal and the Cauchy
distribution as F, the three parameters of a symmetric stable distribution can be simultan-
eously estimated.

THESIS 3 The PIT parameter estimation method can be applied for modelling real data sets.
By investigating the parameters of logarithmic returns of some assets at Budapest Stock Ex-
change with PIT method, I have stated that a stable distribution with the estimated parameters
fits better to the modelled data set than the normal distribution. By analysing alteration of the
parameters in time, I have identified the effects of the world financial crisis in 2008-2009 to
the returns and the volatility (risk) of the assets which had a remarkable increase in that time
period.

THESIS 4 I have implemented the algorithms that can calculate the PIT estimators of a data
set. Moreover, I have written program codes that are used to test accuracy and performance
of the new method, accomplish statistical investigation of the method via simulation. Auxil-
iary MATLAB functions were created to facilitate the application of the PIT method to real
financial data. By analysing efficiency and reliability of the PIT method I have proved that
the presented new method has similar performance properties as the existing methods. The
univariate and multivariate normality of the estimators of the three parameters has been also
investigated by a simulation study.
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10 Fiiggelék
Program 1 alphasearch

function [alpha, gamma, delta] = alphasearch(sample)
%finding estimates with PIT cut-and-try algorithm
%alpha: characteristic exponent

%gamma: scale parameter

%delta: location parameter

[n,m]=size(sample);

initialalphal=1;
initialalpha2=2;

[Scalel_1, Location]=pingpongl(sample,initialalphal); %Cauchy, alpha=1
[Scalel_2, Location]=pingpongl(sample,initialalpha2); %Cauchy, alpha=2
[Scale2_1, Location]=pingpong2(sample,initialalphal); %normal, alpha=1
[Scale2_2, Location]=pingpong2(sample,initialalpha2); %normal, alpha=2
%location is not used in alphasearch

Sn_mid1=0;
locationl=0;
Sn_mid2=0;
location2=0;

alpha=0;
gamma=0;
delta=0;

if(( Scale2_1 > Scalel_1) && (Scale2_2 < Scalel_2))
%there is an intersection point
step=0;

down=1;

up=2;

while(step < 18)
mid=(up-down)/2 + down;
[Sn_midl,locationl]=pingpongl(sample,mid);
[Sn_mid2,location2]=pingpong2(sample,mid);

if ((Sn_midl ~= -1) && (Sn_mid2 ~= -1))
if(Sn_mid2 > Sn_midl)
down=mid;
else
up=mid;
end
step=step+1;
else
step=19; %exit while loop
end
end
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alpha=(up+down)/2;
gamma=(Sn_mid1+Sn_mid2)/2;
delta=(locationl+location2)/2;

else
alpha=-1;
gamma=-1;
delta=-1;

%log
logfile = fopen(’alphasearchlog.txt’,’a’);
fprintf(logfile, ’there is no intersection point \n’);
fclose(logfile);

end

end

Program 2 Blvalue

function Blvalue=B1(x)
%Evaluate function Bl in point x

a3= 0.00343012930092104;
a2= 0.00605670349030523;
al= 0.0470997840039568;
ad= 0.00972618179334997;
b2= 1.0;
b1=-0.380875898248913;
b0= 0.176639169350131;

Blvalue=polyval([a3 a2 al a®], x)/ polyval([ b2 bl bO®], x );

end

Program 3 B2value

function B2value=B2(x)
%Evaluate B2 function in point x

a3= 0.00631314527817693;
a2= 0.019439037177846;
al= 0.0933248118805677;
a®= 0.0161987713563325;
b2= 1.0;
b1=-0.0934509457370816;
b0O= 0.160295690343675;

B2value=polyval([a3 a2 al a®], x)/ polyval([ b2 bl bO®], x );
end

Program 4 pingpongl

function [Sn, Tn]=pingpongl(sample, alpha)
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% Finding location and scale estimate with Caucy CDF at fixed alpha
% Sn: scale estimate
% Tn: location estimate

[n,m]=size(sample);
Sn=mad(sample,1); %1 for median absolute deviation
Tn=median(sample);

Sn2=Sn*2;
Sn2_new=0;

Sn_new=0;

accuracy=10e-8;
distance=1047;

step=0;
while ((distance > accuracy ) && (step < 100))

summandT=sum( atan((sample-Tn)/Sn) )/ pi;
Tn=Tn+(summandT*Sn) /n;

summandS= sum((atan((sample-Tn)/Sn) /pi).A2);
Sn2_new=(summandS*Sn2) / ((n-1)*Bl(alpha));

Sn_new=sqrt(Sn2_new) ;
distance=abs(Sn-Sn_new);
Sn=Sn_new;

Sn2=Sn2_new;

step=step+1;

end
if step==100
logfile=fopen(’logpingpongl.txt’, ’a’);
fprintf(logfile, ’pingpongl: estimation do not converge,
distance: %1.8f \n’, distance );
fclose(logfile);
Sn=-1;
Tn=-1;
end
end

Program 5 pingpong2

function [Sn, Tn]=pingpong2(sample, alpha)

% Finding location and scale estimate with Normal CDF at fixed alpha
% Sn: scale estimate

% Tn: location estimate

[n,m]=size(sample);

112



Sn=mad(sample,1); %1 for median absolute deviation
C=0.6744897501960; % correction with FA-1(3/4)
Sn=Sn/C;

Tn=median(sample);

Sn2=Sn*2;
Sn2_new=0;
Sn_new=0;

accuracy=10e-8;
distance=10/7;

step=0;
while ((distance > accuracy) && (step < 100) )

summandT=sum( normcdf((sample-Tn)/Sn) - 0.5);
Tn=Tn+(summandT*Sn) /n;

summandS= sum((normcdf((sample-Tn)/Sn) -0.5 ).A2);
Sn2_new=(summandS*Sn2) / ((n-1)*B2(alpha));

Sn_new=sqrt(Sn2_new) ;
distance=abs(Sn-Sn_new);
Sn=Sn_new;

Sn2=Sn2_new;

step=step+1;

end
if step==100
logfile=fopen(’logpingpong2.txt’, ’a’);
fprintf(logfile, ’pingpong 2: estimation do not converge,
distance: %1.8f \n’, distance );
fclose(logfile);
Sn=-1;
Tn=-1;
end
end

Program 6 multivnormality

function eredmeny=multivnormality(X);
%tobbvaltozos Mardia féle ferdeség és lapultsag értékeket ad meg
%X: tartalmazza az adatokat, n*p tipusu, n: megfigyelések szama, p elemi vektorok

[n,pl=size(X);
Xatlag=mean(X);
Xhullam=zeros(n,p);
oszlop=ones(n,1);

Xhullam=X-oszlop*Xatlag;

S=(1/n)*Xhullam’*Xhullam;
Sinv=inv(S);
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D=Xhullam*Sinv*(Xhullam’);

skewness=(1/nA2)*sum(sum(D.A3));
skewness_=n*skewness/6;
%chir2 eloszlasu innent6l p(p+1) (p+2)/6 szabadsagi fokkal df=10

d=diag(D).*4;
kurtosis=(1/n)*sum((diag(D).*2));
kurtosis_=(sqrt(n)*(kurtosis-p*(p+2))42)/sqrt(8*p*(p+2));

% standard normalissal kell tesztelni innentdl
omnibus=skewness_+kurtosis_;

% A ferdeség (skewness) 10 szabadsagi fokud chi*2 eloszlas
if (skewness_ < chi2inv(0.95,10) )
dontes_s=0;
else
dontes_s=1;
end

pskewness=1-chi2cdf(skewness_,10);

% A lapultsagot (kurtosis) standard normalissal szemben kell tesztelni
if (kurtosis_ < norminv(0.975) )
dontes_k=0;
else
dontes_k=1;
end

pkurtosis=1-normcdf(kurtosis_);

eredmeny=[dontes_s, skewness_, pskewness, dontes_k, kurtosis_, pkurtosis];
end

Program 7 sarkadil D

function [Y]=sarkadilD(X)

%Sarkadi préba ldimenzidban

%input: X egyvaltozés minta, X vektor
%output: transzformalt minta

[n,m]=size(X);

x_osszeg=sum(X) ;
x_modositott_atlag=(x_osszeg+sqrt(n/2)*(X(n-1)+X()))/(n+sqrt(2*n));
S=sqrt(sum(X.*2)-(x_osszeg*2)/n-((X(-1)-X(n))*2)/n );
t=abs(X(n-1)-X())*sqrt(n-2)/S*sqrt(2);

nu=n-2;

%pszi értéke
jobboldal= 2*tcdf(t,nu)-1;

also=0;
felso=4000;
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kozep=0;
kulonbseg=10e+300;
pontossag=0.00001;

ertek_also=1-chi2cdf(also,nu)-jobboldal;
ertek_felso=1-chi2cdf(felso,nu)-jobboldal;
%intervallumfelezés

while (kulonbseg>pontossag)

kozep=(also+felso)/2;
ertek_kozep=1-chi2cdf(kozep,nu)-jobboldal;

if( ertek_kozep>0 )
also=kozep;
else
felso=kozep;
end
kulonbseg=abs(ertek_kozep);
end

pszi_ertek=sqrt(kozep);
Y=(X(1:n-2,:)-x_modositott_atlag)./S;
end

Program 8 DoornikHansen

function [dontes, stat, pertek]=DoornikHansen(X)

% tobbvaltozés normalitds tesztelés Doornik és Hansen alapjan
% n megfigyelés, p dimenzids vektorok

% X egy sora egy megfigyelés Osszetartozé adatai

[n,pl=size(X);
X_osszeg=sum(X); %sorvektor az oszlopok Osszegeivel
X_atlag=X_osszeg./n; %atlag sorvektor

S=cov(X);
d=1./(sqrt(diag(S))); %diagonalis elemek gyodkének reciproka
V=zeros(p,p);

for i=1:p
V(i,1)=d(1);
end

C=V*S*V; % korrelacidés egyutthatdék matrixa

[H,L]=eigs(Q);

Xhullam= X-(ones(n,1)*X_atlag);
Lmod=LA(-1/2);

Rt=H*Lmod*H’ *V*Xhullam’;

R=Rt’;

zl=skewt (R);
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z2=kurtt(R);

E=z1%z1’+2z2%z2’;
%chi négyzet eloszlassal kell Osszehasonlitani,
% df = 6 nal 12.59 (95%), 16.81 (99%), 22.46 (99,9%)
if E < chi2inv(0.95, 6)
dontes=0;
else
dontes=1;
end

stat=E;
pertek=1-chi2cdf(E, 6);

end
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