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1. Bevezetés

Az értekezésben néhány olyan peremértékfeladat numerikus és analitikus megoldásának
meghatározását mutatom be, amelyek matematikai modelljei nem-newtoni folyadékok ha-
tárréteg áramlását írják le különböző fizikai alkalmazásokban.

A folyadékmechanika alapjait Archimedes fektette le időszámításunk előtti 3. évszá-
zadban. Őt követően időszámításunk szerinti 15. évszázadban Leonardo da Vinci, majd
a 17. évszázadban Isaac Newton folytatta a folyadékok dinamikai és statikai tulajdonsá-
gainak kvantitatív vizsgálatát, aki kísérleti eredményeit a Philosophiæ Naturalis Principia
Mathematica című könyvének második kötetében foglalta össze. Ezen eredményekre ala-
pozva végzett kutatásokat Daniel Bernoulli, Jean le Rond d’Alembert és Leonard Euler a
18. században. A folyadékáramlás matematikai modellje az ún. Euler egyenlet, amely a
nyomás és sebesség függvényében adja meg az áramlást. A 19. században Claude-Louis
Navier és George Stokes írták fel viszkózus folyadék áramlásának matematikai modelljét
nemlineáris parciális differenciálegyenletekkel, amelyekhez általános esetben nem adható
meg analitikus megoldása. Ludwig Prandtl 1905-ben a Navier-Stokes egyenletekre egy egy-
szerűsítést javasolt az ún. határréteg egyenleteket, ezzel megalapozva a határréteg áramlás
elméletét. Heinrich Blasius publikálta 1908-ban vízszintes síklap fölötti határréteg áramlás
megoldását hasonlósági módszerrel [12]. A téma egyik legismertebb könyve newtoni folya-
dékokra a Hermann Schlichting által írt "Boundary-Layer Theory" c. könyv. Részletesebb
történeti áttekintést Anderson [4] cikkében olvashatunk.

A 20. század elején megalapozott határréteg áramlás rövid idő alatt népszerűvé vált
a kutatók körében, mivel a természetben számtalan áramlási jelenség figyelhető meg, me-
lyek megértése kardinális jelentőségű a technikai előrehaladás tekintetében. Az űrkutatás,
elektronika, telekommunikáció, szállítmányozás és egyébb területek fejlődése robbanászerű
változást idézett elő az alapanyagok előálltási és felhasználási folyamatainak modernizáció-
jában. Ennek köszönhetően az utóbbi két évtizedben jó néhány alapanyag került a felhasz-
nálók és kutatók érdeklődésének középpontjába, amelyek közül jelentősebbek a félvezető-
és optikai anyagok, bioanyagok, kerámiák, speciális polimerek és különleges ötvözetek. A
kidolgozott új megközelítés célja az egyedi anyagtulajdonságok elérése, a termékek minő-
ségének javítása a gyártási költségek csökkentése mellett. Napjainkban a speciális anyagok
iránti kereslet növekedése szükségessé teszi az alapanyag előállítás és felhasználás folyama-
tos kutatását. Megannyi anyagfeldolgozási eljárás során figyelhető meg folyadékáramlás,
amely kulcsfontosságú a végtermék minőségének és egyéb jellemzőinek meghatározásánál
illetve az előállítási műveletek irányításának és optimalizálásának szempontjából. Más szó-
val a folyadékmechanika és azon belül a folyadékáramlás rendkívül fontos szerepet játszik
az anyagfeldolgozási eljárások széles körében, úgy mint kristály képzés, öntés, fröccsöntés,
hegesztés, forrasztás, műanyagok, élelmiszerek és egyéb polimer anyagok extrudálása, op-
tikai szálak illetve kompozit anyagok gyártása. Kristályképzés során az olvadt anyagban
kialakuló áramlás erősen hatással van a keletkező kristály minőségére, ezáltal a kristályból
gyártott félvezető szerkezetére is kihat. Ezért szükséges az áramlási folyamat megértése és
minél pontosabb feltérképezése, amely lehetőséget ad a nem kívánt hatások ellenőrzésére és
kiküszöbölésére. Hasonlóképpen a felületi feszültség hatására alakul ki áramlás hegesztés
és forrasztás során az olvadt fémben, ahol a kötés kialakulását befolyásolja az áramlás. Míg
optikai szál gyártásánál a keletkező szál profiljára az olvadt üveg viszkózus áramlása és a
gravitáció van hatással.

Yogesh Jaluria [41] tanulmányában részletesen ismertet néhány ilyen folyamatot (op-
tikai szál gyártása, kristályképzés félvezetők előállításához, öntés, vékony film gyártása,
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1. Bevezetés

polimerek készítése) és kiemeli a folyadékmechanika területén kifejlesztett technikák és
eredmények gyakorlati alkalmazhatóságát.

Kutatómunkám során az alábbi három lamináris áramlási jelenséghez tartozó matema-
tikai modell vizsgálatát jelöltem meg célként:

Nem-newtoni áramlások:
Fontos szerepet játszanak azok a folyamatok, amelyekben a folyadék viszkozitása az áram-
lás nyírási sebességétől függ, különösen a műanyagok és egyéb polimer anyagok feldolgozása
során (pl. az extrudálás vagy a fröccsöntés). A nem-newtoni viselkedés jelentősen nehezíti
az áramlás leírását.

Felületi feszültség által indukált áramlás:
Hegesztés és forrasztás során az olvadt fém áramlását többnyire a felületi feszültség be-
folyásolja. Mikrogravitációs körülmények között (például űralkalmazásokban) különösen
dominánsá válik a felületi feszültség olyan folyamatoknál, mint a kristály növekedés és
szilárdulás, amikor a felhajtóerő csökken. Ezen körülmények között meghatározó az ún.
Marangoni-hatás, amit a hőmérséklet és/vagy koncentráció változással járó felületi feszült-
ség változás idéz elő.

Folyadékáramlás bevonó eljárásokban:
Korrozív környezetben alkalmazott felületek ellenálló képességét bevonással növelik. Az
optikai szálakat polimer bevonat erősíti. Az anyagok széles skáláját alkalmazzák bevona-
tok készítésére, a műanyagoktól a fémekig. A bevonat vastagságát és annak minőségét,
különösen a benne maradt buborékokat és egyéb anyaghibákat a bevonatolás közben fel-
lépő áramlás határozza meg. Elengedhetetlen a folyamatban résztvevő alapvető áramlási
mechanizmusok megértése, amely lehetőséget ad a bevonat tulajdonságainak javítására. A
feladat magában foglalja a bevonandó felszín mindkét oldalán végbemenő folyadékáramlást.

Az értekezés célja a fent említett áramlási jelenségekhez tartozó négy matematikai mo-
dell felírása és ezek megoldásainak vizsgálata. A határréteg áramlást, mint peremérték
feladatot minden esetben parciális differenciálegyenlet-rendszerrel írjuk föl a hozzá tar-
tozó peremfeltételekkel. Az egyenletrendszert hasonlósági transzformáció alkalmazásával
visszavezetjük közönséges differenciálegyenlet-rendszerre, melynek keressük numerikus il-
letve analitikus megoldásait.

Az értekezés megírása során törekedtem a szakirodalomban használt jelölések megtar-
tására, ezért fejezetenként elkészítettem a jelölések, illetve a görög szimbólumok listáját,
ahol egyértelműen megjelöltem, hogy adott fejezetben az adott szimbólummal mit jelölünk.

Értekezésem második fejezetében szállítószalagon történő ömlesztett anyagok szállítását
elemzem. Ebben az esetben az ömlesztett anyagok vízszintes, lejtő- vagy emelkedőirány-
ban történő szállításakor az anyagban kialakuló sebességeloszlását vizsgálják (l. Benedetto,
Caglioti és Pulvirenti 1999 [10], Ancey 2003 [3]). A folyamatot határréteg áramlással mo-
dellezem nem-newtoni közegre. A folytonossági és a mozgásegyenletekhez peremfeltételek
járulnak a mozgó síklap mentén, illetve a szállított anyag felületén. A sebességeloszlást
különböző mért anyagjellemzők, szállítószalag sebességek és lejtőszögek esetén vizsgálom.

A harmadik fejezetben az ún. Marangoni-hatás matematikai modelljét vizsgálom, ahol
a határréteg áramlást a folyadék felületén kialakuló feszültség változás idézi elő (pl. Na-
politano 1979 [52], Arafune és Hirata 1998 [5], Christopher és Wang 2001[26]). Ennek
jelentős szerepe van különböző gyakorlati feladatok során, mint például a kenéselmélet-
ben, a bevonatok készítésében és a habok száradásában. A felírt modell egy csatolt
parciális differenciálegyenlet-rendszer. Az egyenletek és a hozzájuk járuló peremfelté-
telek anyagjellemző paramétereket is tartalmaznak. Vizsgálataim során a felírt parciá-
lis differenciálegyenlet-rendszert alkalmasan megválasztott hasonlósági transzformációval
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1. Bevezetés

visszavezetem közönséges differenciálegyenlet-rendszerré. A peremfeltételek megfelelő át-
alakítása után a feladathoz exponenciális sor alakú megoldást állítok elő és vizsgálom azok-
nak a paraméterektől való függését.

A negyedik fejezetben vízszintes síklap mentén kialakuló konvektív határréteg áram-
lás modelljével foglalkozom nem-newtoni közegre. Napjainkban számos dolgozat jelent
meg newtoni folyadékok síklap fölötti hidrodinamikai és termodinamikai határrétegeiben
létrejövő áramlási jellemzők matematikai vizsgálatáról konvektív peremfeltételek alkalma-
zásával, amikor a síklapot aluról, konvektív módon melegítik forró folyadékkal (lásd pl.
Aziz 2009 [7], Ishak 2010 [40], Magyari 2011 [49]). A modell alkalmazható az iparban
gyártási folyamatok leírására, mint pl. a polimer lemeztáblák és fóliák előállítása, papír-
gyártás, üvegfújás, műanyagok extrudálása. Vizsgálataim nem-newtoni közegbe helyezett
áteresztő és nem áteresztő síklap mentén kialakuló konvektív határréteg áramlás vizsgála-
tára irányulnak, azaz arra, hogy hogyan hatnak az anyagi és áramlástani paraméterek a
hőmérséklet és a sebesség változásának alakulására.

Az értekezés ötödik fejezetében porózus közegbe helyezett függőleges síklap mentén
kialakuló konvektív áramlást tanulmányozom. A függőleges síklap körüli konvekciót az
1970-es években kezdték vizsgálni (Cheng és Minkowycz 1977 [22]). Telített porózus kö-
zegbe helyezett függőleges síklap körüli szabad konvektív áramlás alkalmazható például
néhány geofizikai és mérnöki probléma leírására. Furumoto 1975-ben megjelent tanulmá-
nyában azt írja le, hogy a vulkanikus régióban kialakított hőhidak segítségével a felszín
alatti vizek fűthetőek, melyeket megcsapolással energiatermelésre használhatunk [31]. To-
vábbi gyakorlati alkalmazásokként megemlíthető az energiahatékony épületek és épületele-
mek tervezése, a kompakt hőcserélők, napkollektorok és az élelmiszeripari alkalmazások.
A vizsgált modellekben a sűrűség és a hőmérsékletváltozás között lineáris viszonyt alkal-
maznak, amit a síklap és azt körülvevő folyadék közötti kis hőmérsékletkülönbség indokol
(Vajravelu és Sastri 1977 [61], Nazar, Arifin és Pop 2006 [53]). Abban az esetben, ha a
folyamat nagy hőmérsékletkülönbség mellett megy végbe, akkor a sűrűség és hőmérséklet
kapcsolata másodfokú összefüggéssel írható le (Vajravelu és Sastri 1977 [61]). Vizsgálata-
im célja konvektív áramlás elemzése hasonlósági transzformáció alkalmazásával kis és nagy
hőmérsékletkülönbség esetén és előállítom a feladatok numerikus és analitikus megoldását.
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2. A disszertáció rövid áttekintése

2.1. Áramlás lejtőn

Modellünkben feltesszük, hogy a szállítás állandó hőmérsékleten és állandó nyomáson tör-
ténik, így a γ és n értéke csak az anyag fajtájától fog függeni.

2.1. ábra. A vizsgált áramlás fizikai modellje

Az ömlesztett anyagban kialakuló áramlást az alábbi alapegyenletekkel adjuk meg:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (2.1)

kontinuitási egyenlet és a Navier-Stokes egyenletből származtatott

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=

1

ρ

∂τxy
∂y

+ g sin(α), (2.2)

mozgásegyenlet abban az esetben, ha nincs nyomásváltozás a folyamatban, az egyenle-
tekben az x és y a szállítószalag síkjával párhuzamos és az arra merőleges koordinátákat
jelölik, u és v az x és y koordinátákhoz tartozó sebesség komponensek, ρ a szállított anyag
sűrűségét jelöli, g a gravitációs gyorsulás, τxy pedig a feszültség tenzor megfelelő eleme,
melyet a szállított anyagokra a hatványfüggvény törvény alkalmazásával a

τxy = γ

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣
n−1

∂u

∂y
, (2.3)

alakban írunk fel, amelyben γ és n anyagjellemző konstansok. Az n kitevő értéke lehet
egynél kisebb szám, pl. agyagmassza esetén n ≈ 0, 3 [42], lehet egynél nagyobb érték
például homok zagy [S3], vagy száraz granulátum esetén ez 2 körüli szám. A feladathoz
járuló peremfeltételek U konstans sebességgel lefelé mozgó szállítószalag esetén:

u|y=0 = U, v|y=0 = 0,
∂u

∂y
|y=h = 0. (2.4)
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2. A disszertáció rövid áttekintése

A feltételben szereplő h az áramló réteg magasságát jelöli.
A sebességeloszlás az áramló közegben Newtoni folyadék esetén:

u(y) =
ρg

γ
sinα(hy − y2

2
) + U. (2.5)

Sebességeloszlás nem-newtoni közeg áramlása esetén:

u(y) = U + (
ρg

γ
sinα)

1
n

n

n+ 1
(h

1+n
n − (h− y)

1+n
n ). (2.6)

Az egyenletekben szereplő n, γ, α és c paraméterek sebeségeloszlásra gyakorolt hatását
vizsgáltam, melynek eredményeit az I. tézisemben foglaltam össze.

2.1.1. I. Tézis

Meghatároztam egy α dölésszögű szállítószalagon lefelé történő, nem-newtoni
folyadékként modellezett, ömlesztett anyag állandósult szállítása során a szál-
lítószalag felületén az áramló közegben az anyag sebességének eloszlását. Nu-
merikus számítások alapján megállapítottam, hogy az n hatványkitevő, a c
koncentráció, illetve a γ anyagjellemző paraméter növelése csökkenti a mozgó
felület feletti rétegben a sebesség nagyságát, míg az α dőlésszög növelése se-
bességnövekedést okoz.

Tézishez tartozó publikációim: [S1], [S3], [S10], [S11]

2.2. Marangoni-hatás vizsgálata

Azt a jelenséget, amikor egy folyadék felületén a hőmérséklet és/vagy koncentráció gra-
diens változásából származó felületi feszültség változás a folyadékban mozgást hoz létre
Marangoni konvekciónak nevezik. Ez számos mérnöki probléma esetén megjelenik pl. gőz
buborékok körüli nukleáció és gőz buborékok növekedése során a felületi feszültség válto-
zása miatt, amelyet a hőmérséklet és/vagy koncentráció változások okoznak a buborékok
felületén [26]. A természetes konvekció kísérleti és numerikus vizsgálatai is azt mutatják,
hogy a hőátadás jelentős lehet a Marangoni áramlás miatt mikrogravitációban, de még a
Föld gravitációjában is [27].

2.2. ábra. A vizsgált áramlás fizikai modellje

Kétdimenziós, súrlódásos, összenyomhatatlan, newtoni folyadék stacionárius lamináris
áramlását vizsgáljuk síklapon. Legyen x ≥ 0 a sík irányába és y ≥ 0 a síkra merőleges
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2. A disszertáció rövid áttekintése

koordináta az y = 0 sík egyenlettel. A síklapot az x = y = 0 pontba helyezzük. A
határréteg áramlást leíró folytonossági, mozgás- és energaiaegyenlet:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (2.7)

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= K

∂2u

∂y2
, (2.8)

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= αf

∂2T

∂y2
, (2.9)

ahol u és v az x illetve y irányú sebességkomponensek a sík lap mentén, T a hőmérséklet,
αf jelöli a hődiffúziót és K = μ/ρ a környező folyadék kinematikai viszkozitása, melyet
modellünkben konstans értéknek feltételezünk.

A Marangoni-hatás a hőmérsékletmező és a sebességmező közti összefüggéssel jellemez-
hető [27], [59]. A peremfeltételeket az y = 0 felületen és y → ∞ esetén az alábbiak szerint
vesszük figyelembe:
az y = 0 síkban:

μ
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= −σT
∂T

∂x

∣∣∣∣
y=0

, (2.10)

v(x, 0) = 0, (2.11)

T (x, 0) = T (0, 0) +Axm+1 (2.12)

a felülettől távol y → ∞
u(x,∞) = 0, (2.13)
∂T

∂x

∣∣∣∣
y=∞

= 0 (2.14)

ahol σT = dσ/dT (ahol σ(T ) = σTT + C, C=állandó), A a hőmérsékletgradiens együtt-
hatója, m a hatványkitevőben szereplő paraméter. Az m kitevő lineáris közelítés esetén
0, míg négyzetes közelítés esetén 1 értéket vesz fel. Az m paraméter legkisebb értéke −1,
amely azt az esetet jelöli, ahol már a felület mentén nincs hőmérséklet változás és ezért a
Marangoni-hatás nem alakul ki.

Az áramfüggvény bevezetésével és alkalmasan megválasztott hasonlósági transzformá-
cióval visszavezettük a parciális differenciálegyenlet-rendszert az alábbi közönséges diffe-
renciálegyenletekre és a hozzájuk tartozó peremfeltételekre:

f ′′′ − 2m+ 1

3
f ′2 +

m+ 2

3
ff ′′ = 0. (2.15)

f (0) = 0, f ′′ (0) = −1, f ′ (∞) = 0 (2.16)

(m+ 1)f ′Θ− m+ 2

3
f Θ′ =

1

Pr
Θ′′, (2.17)

Θ(0) = 1, Θ′(∞) = 0, (2.18)

ahol Pr = μ/(ραf) jelöli az ún. Prandtl-számot.
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2. A disszertáció rövid áttekintése

Meghatároztam egy közelítő exponenciális sor alakú megoldását a (2.15)-(2.16) és (2.17)-
(2.18) nemlineáris peremérték feladatoknak különböző m hatványkitevő és Prandtl-szám
értékek mellett. Elért eredményeimet a II. tézisben foglaltam össze.

2.2.1. II. Tézis

Előállítottam newtoni folyadékban a felületi feszültség által indukált áramlás,
az ún. Marangoni-jelenség megoldását exponenciális sor alakjában, illetve eljá-
rást adtam meg az exponenciális sorban szereplő együtthatók meghatározására.
Numerikus számítások alapján megállapítottam, hogy az m hatványkitevő nö-
velése csökkenti a határrétegben kialakuló sebesség nagyságát, továbbá az m
hatványkitevő vagy a Pr Prandtl-szám növelése a határréteg vastagságát növe-
li. Kis Prandtl-számok (Pr < 2, 5) esetén a határrétegbeli hőmérséklet értékek
csökkennek Pr növelésével, míg nagy Prandtl-számok (Pr > 2, 5) esetén a Pr
növekedésének hatása ellentétes.

Tézishez tartozó publikációim: [S4], [S7], [S8], [S9]

2.3. Határréteg áramlás mozgó, áteresztő síklap fölött

Összenyomhatatlan, ρ sűrűségű és T∞ hőmérsékletű viszkózus folyadék állandósult, kétdi-
menziós lamináris áramlását vizsgáljuk vízszintes síklap fölött. Továbbá feltesszük, hogy a
nem-newtoni közeg U∞ állandó sebességgel áramlik a mozgó, áteresztő síklap fölött, melyet
aluról konvektív módon melegítünk forró folyadékkal. A síklapot az y = 0 síkba helyezzük
el.

2.3. ábra. A vizsgált áramlás fizikai modellje

Ezen feltételezéseket figyelembe véve, továbbá a nyomást és a testre ható egyéb erő-
ket elhanyagolva a határréteg áramlást leíró folytonossági, mozgás- és energiaegyenletek a
következő alakban írhatók fel [68]:

9



2. A disszertáció rövid áttekintése

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (2.19)

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=

1

ρ

∂τxy
∂y

, (2.20)

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

∂

∂y

(
αt

∂T

∂y

)
, (2.21)

ahol az u, v az x és y koordinátáknak megfelelő sebesség komponensek, T a határrétegbeli
folyadék hőmérséklete. Továbbá alkalmazva a nyíró feszültség és nyíró sebesség közötti

hatványtörvény szerinti összefüggést τxy = K
∣∣∣∂u∂y

∣∣∣n−1
∂u
∂y , ahol K a nem-newtoni közeg

konzisztencia indexe, αt a hődiffúzió és γ = K
ρ a kinematikai viszkozitás.

Itt n a hatványfüggvény pozitív kitevője, amely alapján megkülönböztetünk pszeudo-
plasztikus (n < 1), newtoni (n = 1) és dilatáló (n > 1) folyadékot.

A fent említett fizikai jelenség leírásához az alábbi peremfeltételeket alkalmazzuk. A
síklap felületén (y = 0): (mozgó, áteresztő síklapot feltételezve és konvektív hőátadás ese-
tén)

u (x, 0) = −Uw, (2.22)

v (x, 0) = vw(x), (2.23)

−k
∂T

∂y
= hf (Tf − Tw), (2.24)

ahol Uw a mozgó síklap sebessége, vw(x) a síklap áteresztő képessége, hf a hőátadási
együttható és k a hővezetési tényező.

Távol a síklaptól (y → ∞):
u (x,∞) = U∞, (2.25)

T (x,∞) = T∞. (2.26)

Ha Tw jelöli a síklap hőmérsékletét, akkor fönn áll az alábbi reláció a hőmérsékletek
között: Tf > Tw > T∞.

Az áramfüggvény bevezetésével és alkalmasan megválasztott hasonlósági traszformáció-
val visszavezettük a parciális differenciálegyenlet-rendszert közönséges differenciálegyenlet-
rendszerre a hozzátartozó peremfeltételekkel.

(
|f ′′|n−1

f ′′
)′

+
1

n+ 1
ff ′′ = 0, (2.27)

f (0) = fw, f ′ (0) = −λ, f ′ (∞) = lim
η→∞ f ′ (η) = 1, (2.28)

(
|f ′′(η)|n−1

Θ′(η)
)′

+
Pr

n+ 1
f(η)Θ′(η) = 0, (2.29)
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2. A disszertáció rövid áttekintése

Θ′(0) = −ā(1 −Θ(0)), Θ(∞) = lim
η→∞Θ(η) = 0, (2.30)

ahol fw az áteresztő képessség arányszáma, λ = Uw/U∞ a sebességarány és ā = c
k

(
γ

U2−n∞

) 1
n+1

hővezetéssel arányos tényező.
MAPLE 12 szoftvert használtunk a közönséges differenciálegyenlet-rendszer numeri-

kus közelítő megoldásainak előállítására. A szoftverrel a Runge-Kutta-Felhberg módszert
alkalmazva oldottuk meg a peremérték feladatot.

Vizsgálataim eredményeit a III. tézisben foglaltam össze.

2.3.1. III. Tézis

A mozgó, áteresztő síklap fölötti határréteg áramlás matematikai modelljének
hasonlósági megoldásait adtam meg numerikusan. Az elvégzett számítások
alapján megállapítottam, hogy az n hatványkitevő növelése csökkenti a határ-
rétegben kialakuló sebesség nagyságát, az n hatványkitevő, a Pr Prandtl-szám,
az fw áteresztő képesség és a λ sebességarány értékeinek növelése mellett a ha-
tárrétegbeli hőmérséklet nagysága és a termikus határréteg vastagsága csökken.
Az ā hőátadással arányos paraméter növelése a mozgó síklap menti hőmérsék-
letet növeli, de a termikus határréteg vastagságát nem változtatja.

Tézishez tartozó publikációim: [S2], [S12], [S13], [S14], [S15], [S20]

2.4. Határréteg áramlás porózus közegbe helyezett füg-

gőleges síklap mentén

Tekintsünk egy porózus közegbe helyezett függőleges síklapot (?? ). Vizsgáljuk a T∞
hőmérsékletű folyadékkal telített porózus közegbe helyezett függőleges síklap mentén ki-
alakuló szabad konvektív áramlást. A mozgási és termikus határrétegeket vizsgáljuk a
síklap mentén. Az x̄ a síklappal párhuzamos, az ȳ pedig az arra merőleges dimenzióval
rendelkező koordináta. Az x̄ és ȳ irányoknak megfelelő sebességkordinátákat az ū(x̄, ȳ) és
v̄(x̄, ȳ) jelöli.

A szakirodalom alapján a határréteg egyenletek felírásakor az alábbi feltételeket tesszük
[45], [62]:

(i) A konvektív folyadék és a porózus közeg termodinamikai egyensúlyban van;

(ii) a folyadék hőmérséklete forráspont alatti;

(iii) a konvektív áramlást a közeg két határa közötti sűrűség különbség indukálja;

(iv) a folyadék viszkozitása, hővezetése, illetve a porózus közeg áteresztő képessége állandó.

Ha az áramlás állandósult és a folyadék sűrűsége konstans, akkor a közeg összenyom-
hatatlanságát az alábbi folytonossági egyenlettel írjuk föl:

∂ū

∂x̄
+

∂v̄

∂ȳ
= 0. (2.31)
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2. A disszertáció rövid áttekintése

2.4. ábra. Az áramlás fizikai modellje

Porózus közegben történő áramlás esetén a Naviere-Stokes-egyenletet a Darcy-törvénnyel
helyettesítjük. Állandó sűrűséget feltételezünk a közegben, kivéve a síklap mentén. A füg-
gőleges síklap és a porózus közeg közötti kis hőmérséklet változás esetén a folyadék sűrűsége
a felhajtóerő, a tehetetlenség illetve a viszkozitás figyelembevételével a Boussinesq-féle kö-
zelítést alkalmazva adható meg:

ρ = ρ∞[1− β1(T − T∞)], (2.32)

ahol ρ a folyadék sűrűsége, T a folyadék hőmérséklete, ρ∞ jelöli a környező folyadék sűrű-
ségét, melynek hőmérséklete T∞ és β1 a hőtágulási együtthatója.

Amikor a síklap és a környező folyadék között viszonylag nagy a hőmérséklet különbség,
akkor a sűrűség leírására nemlineáris közelítést szoktak alkalmazni (see [22], [62], [63]:

ρ = ρ∞[1− β2(T − T∞)2], (2.33)

itt β2 a másodfokú közelítés hőtágulási együtthatója. Az (2.32) és (2.33) lineáris és kvad-
ratikus hőmérséklet változással jellemzett sűrűségi egyenletekhez a Darcy törvény alapján
[63] az alábbi mozgás egyenlet járul:

ū =
gKβδ

ν
(T − T∞)δ, (2.34)

ahol g a gravitációs gyorsulás, K a porózus közeg áteresztő képessége, ν jelöli a kinemati-
kus viszkozitást, továbbá a δ = 1 esethez a lineáris hőmérséklet függés tartozik az (2.32)
egyenlettel, míg a δ = 2 a kvadratikus közelítés esete az (2.33) egyenlettel.

Az energiamegmaradást az alábbi egyenlettel fejezzük ki:

ū
∂T

∂x̄
+ v̄

∂T

∂ȳ
= αm

∂2T

∂ȳ2
, (2.35)
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2. A disszertáció rövid áttekintése

itt αm a folyadékkal telített porózus közeg hőmérséklet-vezetési együtthatója.
Dimenziómentesítés után az alábbi csatolt parciális differenciálegyenlet-rendszer perem-

érték feladatát vizsgáljuk:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (2.36)

u = θδ, (2.37)

u
∂θ

∂x
+ v

∂θ

∂y
=

∂2θ

∂y2
, (2.38)

A peremfeltételek a síklap mentén (y = 0)

v (x, 0) = 0, (2.39)

A(x)(Tr − T∞)θ(x, 0)−B(x)(Tr − T∞)
Ra1/2

L

(
∂θ

∂y

)
y=0

= C(x), (2.40)

ahol A, B, C az x függvényei.
A felülettől távol (y → ∞)

θ(x, y) → 0. (2.41)

Alkalmasan megválasztott hasonlósági transzformációval visszavezetjük a feladatot kö-
zönséges differenciálegyenlet-rendszerek peremérték feladatára.

Lineáris hőmérséklet-sűrűség összefüggés esetén a megoldandó peremérték feladat:

f ′ = h (2.42)

h′′ − (1 + 2n) f ′h+ (1 + n)fh′ = 0 (2.43)

f (0) = 0, (1− ε)h(0)− εh′(0) = 1, h(η) → 0. (2.44)

Másodrendű hőmérséklet-sűrűség függés esetén:

13



2. A disszertáció rövid áttekintése

f ′ = h2, (2.45)

h′′ − 1 + 2m

2
f ′h+ (1 +m)fh′ = 0 (2.46)

f (0) = 0, (1− ε)h(0)− εh′(0) = 1, h(η) → 0. (2.47)

A feladatokhoz numerikus közelítő megoldásokat állítottunk elő MAPLE 12 szoftver
felhasználásával. A közelítő megoldásokat a dsolve beépített peremérték feladat megoldó
alkalmazásával határoztuk meg. Számításaim eredményeit a IV. tézisben foglaltam össze.

2.4.1. IV. Tézis

A folyadékkal telített porózus közegben elhelyezett függőleges síklap mentén
kialakuló határréteg áramlás matematikai modelljéhez megadtam a hasonlósá-
gi megoldásokat lineáris és másodfokú sűrűség-hőmérséklet összefüggés esetén
numerikusan és speciális esetben analitikusan. A numerikus megoldások előál-
lítása után megállapítottam, hogy mindhárom esetben (ε = 0, ε = 1 és ε → ∞)
az n és m hatványkitevők növelése a határrétegben a sebesség és hőmérséklet
értékek csökkenését eredményezi.

Tézishez tartozó publikációim: [S5], [S6], [S16], [S17], [S18], [S20]
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3. Összefoglalás

3.1. Összefoglalás és tervezett kutatási irányok

Az értekezésben négy, a műszaki gyakorlatban előforduló peremértékfeladat numerikus
és analitikus megoldásának meghatározását mutattam be, amelyek matematikai modelljei
newtoni és nem-newtoni folyadékok síklap menti határréteg áramlását írják le.

Elsőként α dőlésszögű szállítószalagon ömlesztett anyag szállítása során kialakuló határ-
réteg áramlást vizsgáltunk. Az ömlesztett anyagot nem-newtoni folyadékként modelleztük,
a jelenségre folyadékáramlási feladatot írtunk föl. Következő fejezetben a hegesztés illet-
ve forrasztás során megfigyelhető ún. Marangoni-hatás leírásával foglalkoztunk. A felületi
feszültség által indukált áramlást parciális differenciálegyenlet-rendszerrel adjuk meg, mely-
nek meghatároztuk egy exponenciális sor alakú megoldását. Harmadikként fóliák és lemez-
táblák gyártásánál előforduló mozgó, áteresztő síklap mentén kialakuló konvektív határré-
teg áramlást tanulmányoztunk. A folyamatot leíró parciális differenciálegyenlet-rendszer
peremérték feladatát vizsgáltuk. Végül folyadékkal telített porózus közegbe helyezett füg-
gőleges síklap mentén kialakuló határréteg áramlás matematikai leírását adtuk meg. Ez
a modell a műszaki gyakorlatban hőcserélők illetve energiahatékony épületek tervezésénél
használható.

Az értekezésben nem-newtoni és newtoni folyadékok áramlását leíró parciális differen-
ciálegyenlet-rendszerek peremérték feladatait vizsgáltuk. A vizsgálatok során hasonlósági
változót és hasonlósági függvényeket vezettünk be. A hasonlósági módszer alkalmazásával
a parciális differenciálegyenlet-rendszereket visszavezettük közönséges differenciálegyenlet-
rendszerekre, amelyek megoldásait vizsgáltuk, illetve a feladatokban szereplő paraméterek-
nek a megoldásokra gyakorolt hatását. A numerikus megoldásokat MAPLE 12 programban
készítettük el, néhány programkódot a mellékletekben ismertetünk.

Jövőbeli kutatási irányok között elsődleges az elméleti eredmények gyakorlati alkalma-
zása lehet. Konkrét fizikai jelenségek, kísérleti mérések elvégzése a matematikai modellek
megoldásainak validálására. Illetve olyan ipari feladatok feltérképezése, ahol az alap mo-
dellek alkalmazhatóak és továbbfejleszthetőek gyártási, fejlesztési vagy akár optimalizálási
eljárások során.
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4. Summary

4.1. Summary and future research directions

In this PhD dissertation I presented the numerical and the analytical solutions to four
boundary values problems, which occur in every day technical practices. The considered
mathematical models describe boundary layer flows of Newtonian and non-Newtonian fluids
along flat plate.

Firstly the boundary layer flow was investigated in bulk materials during the transpor-
tation on the conveyor belt, which has an α angle of inclination. The bulk material was
modelled as non-Newtonian fluid and we examined this fluid flow phenomenon. In the next
section, the so-called Marangoni effect was described, which occurs during welding or sold-
ering processes. This flow was induced by surface tension and was described by a system
of partial differential equations. The solution of the system was determined in the form of
power series. After that a convective boundary layer flow model was studied, which occurs
in the manufacturing processes of films and sheets produced over a moving and permeable
flat plate. We investigated the boundary value problem of the system of partial differential
equations. Finally, we considered the boundary layer flow along a vertical flat plate in fluid
saturated porous medium. This model can be used in the technical practice to design heat
exchange and energy efficient building elements.

In the dissertation, the flows of non-Newtonian and Newtonian fluids were described by
boundary value problems of a system of partial differential equations. Similarity variables
and similarity functions were introduced in order to reduce the system of partial differential
equations to a system of ordinary differential equations. We have solved these boundary
value problems by using the symbolic algebra software Maple 12. Some program codes are
presented in the appendix.

In my future research I would like to apply the obtained theoretical results in to prac-
tice. Specific physical phenomena and experimental measurements will be performed to
validate the solutions of the mathematical models. In addition, I intend to find out how
my models can be applied in industrial applications ad then how they can be improved for
manufacturing, development and optimization.

4.2. Theses

I. Thesis

I have determined the velocity profiles in the bulk materials modelled as non-
Newtonian fluid, during steady transportation on the conveyor belt with an α
angle inclination. Based on the numerical calculations, I found that increasing
the exponent n, the concentration c and the material characteristic parameter
γ leads to a decrease in the value of the velocity in the layer above the moving
surface, while this value increases if the angle of inclination α increases.

My publications concerning this thesis: [S1], [S3], [S10], [S11]

16



4. Summary

II. Thesis

I have calculated the solution of surface tension induced flow the so-called Ma-
rangoni effect of the Newtonian fluid in a power series form. I gave a method
to determine the coefficients of the power series. Based on numerical calcu-
lations, I observed that the values of velocity decrease in the boundary layer
as the power exponent m increases, moreover the boundary layer thickness
increases as m or the Prandtl number Pr increases. For low Prandtl numbers
(Pr < 2, 5), the values of the temperature decrease as Pr increases and for high
Prandtl numbers (Pr > 2, 5), the influence of Pr is opposite.

My publications concerning this thesis: [S4], [S7], [S8], [S9]

III. Thesis

I have determined the similarity solutions to the mathematical model of the
boundary layer flows over a moving permeable flat plate numerically. Based
on the numerical calculations, I found that the increase of the power exponent
n leads to a decrease in the value of the velocity in boundary layer. Moreo-
ver, increasing exponent n, Prandtl number Pr, permeability fw and velocity
ratio λ leads to a decrease in the temperature in the thermal boundary layer
and the value of the boundary layer thickness. The plate surface temperature
increases as the heat transfer parameter ā increases and the thermal boundary
layer thickness does not change.

My publications concerning this thesis: [S2], [S12], [S13], [S14], [S15], [S20]

IV. Thesis

I have calculated the similarity solutions to the boundary layer flow along a ver-
tical flat plate placed in fluid saturated porous medium in linear and quadratic
density-temperature variation cases numerically and in one case analytically.
Based on the numerical calculations, I found that in all three cases ( ε = 0,
ε = 1 and ε → ∞) the increase of the power exponent n or m leads to a decrease
in the values of the velocity and the temperature in the boundary layer.

My publications concerning this thesis: [S5], [S6], [S16], [S17], [S18], [S20]
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