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1. BEVEZETES

Az értekezésben néhany olyan peremértékfeladat numerikus és analitikus megoldasanak
meghatarozasat mutatom be, amelyek matematikai modelljei nem-newtoni folyadékok ha-
tarréteg aramlasat irjak le kiillonbo6z6 fizikai alkalmazasokban.

A folyadékmechanika alapjait Archimedes fektette le idészamitéasunk el6tti 3. évsza-
zadban. Ot kovetGen iddszamitasunk szerinti 15. évszazadban Leonardo da Vinci, majd
a 17. évszazadban Isaac Newton folytatta a folyadékok dinamikai és statikai tulajdonsa-
gainak kvantitativ vizsgalatat, aki kisérleti eredményeit a Philosophize Naturalis Principia
Mathematica cimi konyvének masodik kotetében foglalta Gssze. FEzen eredményekre ala-
pozva végzett kutatasokat Daniel Bernoulli, Jean le Rond d’Alembert és Leonard Euler a
18. szazadban. A folyadékaramlas matematikai modellje az Gn. Euler egyenlet, amely a
nyomaés és sebesség fliggvényében adja meg az aramlast. A 19. szazadban Claude-Louis
Navier és George Stokes irtak fel viszkézus folyadék aramlasanak matematikai modelljét
nemlinearis parcialis differencidlegyenletekkel, amelyekhez altalanos esetben nem adhaté
meg analitikus megoldasa. Ludwig Prandtl 1905-ben a Navier-Stokes egyenletekre egy egy-
szertisitést javasolt az in. hatarréteg egyenleteket, ezzel megalapozva a hatarréteg aramlés
elméletét. Heinrich Blasius publikalta 1908-ban vizszintes siklap f6l6tti hatarréteg dramlas
megoldasat hasonlosagi modszerrel [12]. A téma egyik legismertebb konyve newtoni folya-
dékokra a Hermann Schlichting altal irt "Boundary-Layer Theory" c. kényv. Részletesebb
torténeti attekintést Anderson [4] cikkében olvashatunk.

A 20. szazad elején megalapozott hatarréteg aramlas révid idé alatt népszertivé valt
a kutatok korében, mivel a természetben szamtalan dramlési jelenség figyelhet§ meg, me-
lyek megértése kardinélis jelent&ségi a technikai elérehaladas tekintetében. Az tirkutatas,
elektronika, telekommunikacio, szallitmanyozas és egyébb teriiletek fejlédése robbanaszeri
valtozast idézett el6 az alapanyagok elGalltési és felhasznalési folyamatainak modernizacio-
jaban. Ennek koszonhetSen az utobbi két évtizedben jo néhany alapanyag keriilt a felhasz-
nalok és kutatok érdeklédésének kozéppontjaba, amelyek kozil jelentésebbek a félvezets-
és optikai anyagok, bioanyagok, keramiak, specialis polimerek és kiilonleges 6tvozetek. A
kidolgozott 0j megkozelités célja az egyedi anyagtulajdonsigok elérése, a termékek ming-
ségének javitasa a gyartasi koltségek csékkentése mellett. Napjainkban a specialis anyagok
iranti kereslet névekedése sziikségessé teszi az alapanyag elGallitas és felhasznélas folyama-
tos kutatésat. Megannyi anyagfeldolgozéasi eljaras soran figyelheté meg folyadékaramlas,
amely kulcsfontossagu a végtermék mindségének és egyéb jellemzdinek meghatarozasanal
illetve az elgallitasi miiveletek iranyitdsanak és optimalizalasanak szempontjabol. Mas szo6-
val a folyadékmechanika és azon beliil a folyadékaramléas rendkiviil fontos szerepet jatszik
az anyagfeldolgozasi eljarasok széles korében, tgy mint kristaly képzés, éntés, fréccsontés,
hegesztés, forrasztas, miianyagok, élelmiszerek és egyéb polimer anyagok extrudalasa, op-
tikai szélak illetve kompozit anyagok gyartasa. Kristalyképzés soran az olvadt anyagban
kialakulé aramléas erésen hatassal van a keletkez§ kristaly minéségére, ezaltal a kristalybol
gyartott félvezets szerkezetére is kihat. Ezért sziikséges az aramlasi folyamat megértése és
minél pontosabb feltérképezése, amely lehetGséget ad a nem kivant hatasok ellenérzésére és
kikiiszobolésére. Hasonloképpen a feliileti fesziiltség hatasara alakul ki d&ramlas hegesztés
és forrasztés soran az olvadt fémben, ahol a kotés kialakulasat befolyasolja az aramlas. Mig
optikai szal gyartasanal a keletkezd szal profiljara az olvadt tiveg viszkozus aramlasa és a
gravitacié van hatassal.

Yogesh Jaluria [41] tanulmanyaban részletesen ismertet néhany ilyen folyamatot (op-
tikai szal gyartasa, kristalyképzés félvezetSk elsallitdsdhoz, ontés, vékony film gyartasa,
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polimerek készitése) és kiemeli a folyadékmechanika teriiletén kifejlesztett technikak és
eredmények gyakorlati alkalmazhatosagat.

Kutatomunkam soran az aldbbi harom laminaris aramlési jelenséghez tartoz6 matema-
tikai modell vizsgélatat jeloltem meg célként:

Nem-newtoni dramldsok:

Fontos szerepet jatszanak azok a folyamatok, amelyekben a folyadék viszkozitésa az aram-
las nyirasi sebességétdl fiigg, kiillondsen a mianyagok és egyéb polimer anyagok feldolgozéasa
soran (pl. az extrudalas vagy a froccsontés). A nem-newtoni viselkedés jelentGsen neheziti
az aramlés leirasat.

Feliileti fesziiltség dltal indukdlt dramlds:

Hegesztés és forrasztas soran az olvadt fém aramlasat tobbnyire a feliileti fesziiltség be-
folyasolja. Mikrogravitacios koriilmények kozott (példaul dralkalmazasokban) kiilondsen
dominanséa valik a feliileti fesziiltség olyan folyamatoknal, mint a kristaly novekedés és
szilardulas, amikor a felhajtéers csokken. Ezen koriilmények kozott meghatarozo az an.
Marangoni-hatas, amit a h6mérséklet és/vagy koncentracioé valtozassal jaro feliileti fesziilt-
ség valtozas idéz eld.

Folyadékdramlds bevond eljardsokban:

Korroziv kornyezetben alkalmazott feliiletek ellenallé képességét bevonassal novelik. Az
optikai szalakat polimer bevonat erdsiti. Az anyagok széles skalajat alkalmazzak bevona-
tok készitésére, a mitianyagoktol a fémekig. A bevonat vastagsagat és annak mindségét,
kiilénGsen a benne maradt buborékokat és egyéb anyaghibdkat a bevonatolas kézben fel-
1ép6 aramlas hatarozza meg. Elengedhetetlen a folyamatban résztvevs alapvets aramlasi
mechanizmusok megértése, amely lehet&séget ad a bevonat tulajdonsagainak javitasara. A
feladat magaban foglalja a bevonando felszin mindkét oldalan végbemend folyadékaramlast.

Az értekezés célja a fent emlitett aramlasi jelenségekhez tartozo négy matematikai mo-
dell felirasa és ezek megoldasainak vizsgalata. A hatarréteg aramlast, mint peremérték
feladatot minden esetben parcialis differencidlegyenlet-rendszerrel irjuk fol a hozza tar-
toz6 peremfeltételekkel. Az egyenletrendszert hasonlosigi transzformécié alkalmazaséaval
visszavezetjiik kozonséges differenciilegyenlet-rendszerre, melynek keressiik numerikus il-
letve analitikus megoldasait.

Az értekezés megirasa soran térekedtem a szakirodalomban hasznalt jelolések megtar-
taséara, ezért fejezetenként elkészitettem a jelolések, illetve a gorog szimbolumok listajat,
ahol egyértelmiien megjeloltem, hogy adott fejezetben az adott szimbolummal mit jel6liink.

Ertekezésem masodik fejezetében szallitoszalagon torténs dmlesztett anyagok szallitasat
elemzem. Ebben az esetben az 0mlesztett anyagok vizszintes, lejt6- vagy emelkeddirany-
ban torténd szallitasakor az anyagban kialakulo sebességeloszlasat vizsgéljak (1. Benedetto,
Caglioti és Pulvirenti 1999 [10], Ancey 2003 [3]). A folyamatot hatarréteg dramlassal mo-
dellezem nem-newtoni kbzegre. A folytonosséagi és a mozgasegyenletekhez peremfeltételek
jarulnak a mozgo6 siklap mentén, illetve a szallitott anyag feliiletén. A sebességeloszlast
kiilonbo6z6 mért anyagjellemzsk, szallitdszalag sebességek és lejtészogek esetén vizsgalom.

A harmadik fejezetben az an. Marangoni-hatas matematikai modelljét vizsgélom, ahol
a hatarréteg aramlast a folyadék feliiletén kialakulo fesziiltség valtozas idézi el§ (pl. Na-
politano 1979 [52], Arafune és Hirata 1998 [5], Christopher és Wang 2001[26]). Ennek
jelentds szerepe van kiilonb6zé gyakorlati feladatok soran, mint példaul a kenéselmélet-
ben, a bevonatok készitésében és a habok szaradasdban. A felirt modell egy csatolt
parcialis differenciadlegyenlet-rendszer. Az egyenletek és a hozzajuk jaruld peremfelté-
telek anyagjellemz§ paramétereket is tartalmaznak. Vizsgalataim soran a felirt parcia-
lis differencialegyenlet-rendszert alkalmasan megvalasztott hasonlosagi transzformécioval
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visszavezetem kozonséges differencialegyenlet-rendszerré. A peremfeltételek megfelels &t-
alakitasa utan a feladathoz exponencialis sor alaka megoldast allitok els és vizsgalom azok-
nak a paraméterektsl valo fliggését.

A negyedik fejezetben vizszintes siklap mentén kialakul6 konvektiv hatarréteg aram-
las modelljével foglalkozom nem-newtoni kézegre. Napjainkban szadmos dolgozat jelent
meg newtoni folyadékok siklap f616tti hidrodinamikai és termodinamikai hatarrétegeiben
létrejovs aramlasi jellemzok matematikai vizsgalatarol konvektiv peremfeltételek alkalma-
zasaval, amikor a siklapot alurol, konvektiv modon melegitik forré folyadékkal (lasd pl.
Aziz 2009 [7], Ishak 2010 [40], Magyari 2011 [49]). A modell alkalmazhaté az iparban
gyartasi folyamatok leirdsara, mint pl. a polimer lemeztablak és foliak elGallitasa, papir-
gyartas, tivegfujas, mianyagok extrudalasa. Vizsgalataim nem-newtoni kdzegbe helyezett
ateresztG és nem ateresztd siklap mentén kialakuld konvektiv hatarréteg aramlas vizsgéla-
tara iranyulnak, azaz arra, hogy hogyan hatnak az anyagi és dramlastani paraméterek a
hémérséklet és a sebesség valtozasanak alakulasara.

Az értekezés 6todik fejezetében porozus kozegbe helyezett fiiggbleges siklap mentén
kialakulé konvektiv aramlast tanulmanyozom. A fiiggsleges siklap koriili konvekeiot az
1970-es években kezdték vizsgalni (Cheng és Minkowycz 1977 [22]). Telitett porézus ko-
zegbe helyezett fliggbleges siklap koriili szabad konvektiv aramlés alkalmazhatoé példaul
néhany geofizikai és mérnoki probléma leirasara. Furumoto 1975-ben megjelent tanulma-
nyaban azt irja le, hogy a vulkanikus régiéban kialakitott héhidak segitségével a felszin
alatti vizek fithet&ek, melyeket megcesapolassal energiatermelésre hasznalhatunk [31]. To-
vabbi gyakorlati alkalmazasokként megemlithetS az energiahatékony épiiletek és épiiletele-
mek tervezése, a kompakt h&cserélsk, napkollektorok és az élelmiszeripari alkalmazasok.
A vizsgalt modellekben a strtiség és a hémérsékletvaltozas kozott linearis viszonyt alkal-
maznak, amit a siklap és azt koriilvevd folyadék kozotti kis hémérsékletkiilonbség indokol
(Vajravelu és Sastri 1977 [61], Nazar, Arifin és Pop 2006 [53]). Abban az esetben, ha a
folyamat nagy hémérsékletkiilonbség mellett megy végbe, akkor a stirtiség és héGmérséklet
kapcsolata masodfoku Gsszefiiggéssel irhato le (Vajravelu és Sastri 1977 [61]). Vizsgélata-
im célja konvektiv aramlas elemzése hasonloséagi transzforméacio alkalmazasaval kis és nagy
homeérsékletkiilonbség esetén és elGallitom a feladatok numerikus és analitikus megoldésat.



2. A DISSZERTACIO ROVID ATTEKINTESE

2.1. ARAMLAS LEJTON

Modelliinkben feltessziik, hogy a szallitas allandé hémérsékleten és allandé nyoméson tor-
ténik, igy a v és n értéke csak az anyag fajtajatol fog fiiggeni.

2.1. abra. A vizsgalt aramlés fizikai modellje

Az dmlesztett anyagban kialakulo aramléast az alabbi alapegyenletekkel adjuk meg:

ou Ov
o + 8_y =0, (2.1)

kontinuitési egyenlet és a Navier-Stokes egyenletbdl szarmaztatott

L ou 10my
ox oy p Oy

mozgasegyenlet abban az esetben, ha nincs nyomésvéltozas a folyamatban, az egyenle-
tekben az x és y a széllitoszalag sikjaval parhuzamos és az arra meréleges koordinatakat
jelolik, u és v az x és y koordinatakhoz tartozo sebesség komponensek, p a szallitott anyag
strtségét jeloli, g a gravitaciés gyorsulés, 7., pedig a fesziiltség tenzor megfelel§ eleme,
melyet a szallitott anyagokra a hatvanyfiiggvény torvény alkalmazasaval a

+ gsin(a), (2.2)

n—1 @
oy’

ou

Tey = 7Y ‘a_y (23)

alakban irunk fel, amelyben 7 és n anyagjellemz konstansok. Az n kitevd értéke lehet
egynél kisebb szam, pl. agyagmassza esetén n ~ 0,3 [42], lehet egynél nagyobb érték
példaul homok zagy [S3], vagy szaraz granuldtum esetén ez 2 koriili szam. A feladathoz
jarulo peremfeltételek U konstans sebességgel lefelé mozgo szallitoszalag esetén:

ou
’U,|y:0 = U, ’Ulyzo = O7 8_y|y=h =0. (24)
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A feltételben szerepl h az aramlo réteg magassagat jeloli.
A sebességeloszlas az dramlo kozegben Newtoni folyadék esetén:

2

P9 . y
u(y) = o sina(hy — ?) +U. (2.5)

Sebességeloszlas nem-newtoni kdzeg dramlasa esetén:

P9 .

1N 14n 14n
— =z n h™ —(h— n ), 2.
u(y) UJF(7 sina) ™ ——— (h=y) ) (2.6)

Az egyenletekben szerepld n, v, a és ¢ paraméterek sebeségeloszlasra gyakorolt hatasat
vizsgaltam, melynek eredményeit az 1. tézisemben foglaltam Gssze.

2.1.1. 1. TEz1is

Meghataroztam egy o dolésszogi szallitoszalagon lefelé torténd, nem-newtoni
folyadékként modellezett, 6mlesztett anyag allandosult szallitasa soran a szal-
litoszalag feliiletén az aramlé kézegben az anyag sebességének eloszlasat. Nu-
merikus szamitasok alapjan megallapitottam, hogy az n hatvanykitevs, a c
koncentracio, illetve a v anyagjellemz8 paraméter névelése csbkkenti a mozgod
feliilet feletti rétegben a sebesség nagysagat, mig az a délésszdg névelése se-
bességnévekedést okoz.

Tézishez tartozé publikacioim: [S1], [S3], [S10], [S11]

2.2. MARANGONI-HATAS VIZSGALATA

Azt a jelenséget, amikor egy folyadék felilletén a hémérséklet és/vagy koncentracio gra-
diens valtozasabol szarmazo feliileti fesziiltség valtozas a folyadékban mozgast hoz létre
Marangoni konvekcionak nevezik. Ez szamos mérndki probléma esetén megjelenik pl. g6z
buborékok koriili nukleacio és g6z buborékok névekedése soran a feliileti fesziiltség valto-
zésa miatt, amelyet a homérséklet és/vagy koncentracio valtozasok okoznak a buborékok
felilletén [26]. A természetes konvekcio kisérleti és numerikus vizsgalatai is azt mutatjak,
hogy a héatadas jelentds lehet a Marangoni aramlas miatt mikrogravitacioban, de még a
Fold gravitaciojaban is [27].

_ —
Y R —

R‘ﬁf'

2.2. abra. A vizsgalt dramlas fizikai modellje

Kétdimenzits, surlodéasos, 6sszenyomhatatlan, newtoni folyadék stacionérius laminéris
dramlésat vizsgéljuk siklapon. Legyen xz > 0 a sik irdnyaba és y > 0 a sikra meréleges
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koordinita az y = 0 sik egyenlettel. A siklapot az * = y = 0 pontba helyezziik. A
hatarréteg aramlast leir6 folytonossagi, mozgas- és energaiaegyenlet:

ou Ov
o + 8_y =0, (2.7)
2
,2u + yU _ 07 (2.8)

Ox Oy Oy?’
oT oT 0°T

’U,% + ’Ua—y = Oéf a—y2,
ahol u és v az z illetve y iranyt sebességkomponensek a sik lap mentén, T' a h6mérséklet,
ay jeloli a hédiffaziot és K = u/p a kornyezd folyadék kinematikai viszkozitasa, melyet
modelliinkben konstans értéknek feltételeziink.

A Marangoni-hatéas a h6mérsékletmezd és a sebességmezs kozti Osszefiiggéssel jellemez-
hetd [27], [59]. A peremfeltételeket az y = 0 feliileten és y — oo esetén az alabbiak szerint
vessziik figyelembe:
az y = 0 stkban:

(2.9)

T
I Ou = —or or , (2.10)
27 P oz {,_,
v(z,0) =0, (2.11)
T(x,0) =T (0,0) + Az™"! (2.12)
a feliilettdl tavol y — oo
u(z,00) =0, (2.13)
or
— =0 2.14
7l (214)

ahol o = do/dT (ahol o(T) = orT + C, C=allandd), A a hémérsékletgradiens egyiitt-
hatoja, m a hatvanykitev6ben szereplé paraméter. Az m kitevs linearis kozelités esetén
0, mig négyzetes kozelités esetén 1 értéket vesz fel. Az m paraméter legkisebb értéke —1,
amely azt az esetet jeloli, ahol méar a feliilet mentén nincs hémeérséklet valtozas és ezért a
Marangoni-hatas nem alakul ki.

Az aramfliggvény bevezetésével és alkalmasan megvélasztott hasonlosagi transzforma-
cioval visszavezettiik a parcilis differencidlegyenlet-rendszert az alabbi kézonséges diffe-
rencidlegyenletekre és a hozzajuk tartoz6 peremfeltételekre:

2m +1 m—+ 2

f/// o 3 f/2 + 3 ff// =0. (2'15)
F0)=0, f(0)=—-1, f'(00)=0 (2.16)
/ m+2 r_ L
(m+1)f'0 ~ —5=f 6 = 56", (2.17)
0(0)=1, ©'(cx0)=0, (2.18)

ahol Pr = p/(pay) jeloli az an. Prandtl-szamot.
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Meghataroztam egy kozelits exponencialis sor alaktt megoldasat a (2.15)-(2.16) és (2.17)-
(2.18) nemlineéris peremérték feladatoknak kiilénb6z6 m hatvanykitevs és Prandtl-szam
értékek mellett. Elért eredményeimet a II. tézisben foglaltam Gssze.

2.2.1. II. T¥Ez1s

Elsallitottam newtoni folyadékban a feliileti fesziiltség altal indukalt aramlas,
az an. Marangoni-jelenség megoldasat exponencialis sor alakjaban, illetve elja-
rast adtam meg az exponenciilis sorban szerepld egyiitthatok meghatarozasara.
Numerikus szamitasok alapjan megallapitottam, hogy az m hatvanykitevé no-
velése csbkkenti a hatarrétegben kialakuld sebesség nagysagat, tovabba az m
hatvanykitevé vagy a Pr Prandtl-szam ndévelése a hatarréteg vastagsagat néve-
li. Kis Prandtl-szamok (Pr < 2,5) esetén a hatarrétegbeli h6mérséklet értékek
csOkkennek Pr névelésével, mig nagy Prandtl-szamok (Pr > 2,5) esetén a Pr
novekedésének hatasa ellentétes.

Tézishez tartozo publikicioim: [S4], [S7], [S8], [S9]

2.3. HATARRETEG ARAMLAS MOZGO, ATERESZTO SIKLAP FOLOTT

Osszenyombhatatlan, p strtségi és Ts, hémérsekletii viszkozus folyadék allandosult, kétdi-
menziés laminéris aramlasat vizsgaljuk vizszintes siklap f616tt. Tovabba feltessziik, hogy a
nem-newtoni kézeg U, allando sebességgel aramlik a mozgo, ateresztd siklap f616tt, melyet
alurdl konvektiv médon melegitiink forro folyadékkal. A siklapot az y = 0 sikba helyezziik
el.

Y v, U,—

2.3. abra. A vizsgalt dramlas fizikai modellje

Ezen feltételezéseket figyelembe véve, tovabba a nyomaést és a testre hato egyéb erd-
ket elhanyagolva a hatarréteg aramlést leir6 folytonossagi, mozgas- és energiaegyenletek a
kovetkezs alakban irhatok fel [68]:
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ou Ov
M 2.1
I + 3y 0, (2.19)

ou ou lamy

u—ax +v_8y = 0 Oy (2:20)
oT oT 0 oT

= - 2.21

u8x+vé)y oy (Oétay), ( )

ahol az u, v az = és y koordinataknak megfelel§ sebesség komponensek, T' a hatarrétegbeli
folyadék hémeérséklete. Tovabba alkalmazva a nyird fesziiltség és nyird sebesség kozotti
ou|" " ou
Oy oy’
konzisztencia indexe, oy a hédiffizié és v = £ a kinematikai viszkozitas.

Itt n a hatvanyfiiggvény pozitiv kitevGje, amely alapjan megkiilonboztetiink pszeudo-
plasztikus (n < 1), newtoni (n = 1) és dilatalo (n > 1) folyadékot.

A fent emlitett fizikai jelenség leirdsahoz az alabbi peremfeltételeket alkalmazzuk. A
siklap feliiletén (y = 0): (mozgo, atereszts siklapot feltételezve és konvektiv hgatadas ese-
tén)

hatvanytorvény szerinti Osszefiiggést 7., = K

ahol K a nem-newtoni kézeg

u(z,0) = =Uy, (2.22)
v (2,0) = vy (), (2.23)
_kg_;z; = hf(Tf - Tw)v (224)

ahol U,, a mozgo siklap sebessége, v, () a siklap ateresztd képessége, hy a héatadasi
egyitthato és k a hivezetési tényezs.

Tévol a siklaptol (y — o0):
u (z,00) = Uso, (2.25)
T(xz,00) = Too. (2.26)
Ha T, jeloli a siklap hémérsékletét, akkor fonn all az alabbi relacié a hémérsékletek

kozott: Ty > Thy > Too.

Az aramfiliggvény bevezetésével és alkalmasan megvalasztott hasonlésagi traszformécio-
val visszavezettiik a parcialis differencidlegyenlet-rendszert kbzonséges differencialegyenlet-
rendszerre a hozzatartozé peremfeltételekkel.

(If”l”_lf">,+ —ni T ff =0, (2.27)
FO)=fo, fHO)==A [(c0)= lim f'(n)=1, (2:28)
Pr

(1r " ') + = F () =0, (2.29)

n+1

10
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0'(0) = —a(1 — ©(0)), ©(cc)= lim O (n) =0, (2.30)

T]*)OO
1
ahol f,, az atereszté képessség aranyszama, A = U, /Us a sebességarany ésa = 1 (%) m
hévezetéssel aranyos tényezd.

MAPLE 12 szoftvert hasznaltunk a kozonséges differencialegyenlet-rendszer numeri-
kus kozelité megoldasainak elGéllitasara. A szoftverrel a Runge-Kutta-Felhberg modszert
alkalmazva oldottuk meg a peremérték feladatot.

Vizsgalataim eredményeit a III. tézisben foglaltam ossze.

2.3.1. III. TEz1s

A mozgo, ateresztd siklap f6l6tti hatarréteg aramlas matematikai modelljének
hasonl6sagi megoldasait adtam meg numerikusan. Az elvégzett szamitasok
alapjan megallapitottam, hogy az n hatvanykitevé novelése csokkenti a hatar-
rétegben kialakul6 sebesség nagysagat, az n hatvanykitevs, a Pr Prandtl-szam,
az f, atereszts képesség és a )\ sebességarany értékeinek névelése mellett a ha-
tarrétegbeli hémeérséklet nagysaga és a termikus hatarréteg vastagsaga csékken.
Az a héatadassal aranyos paraméter névelése a mozgé siklap menti hémérsék-
letet noveli, de a termikus hatarréteg vastagsagat nem valtoztatja.

Tézishez tartozo publikacioim: [S2], [S12], [S13], [S14], [S15], [S20]

2.4. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBE HELYEZETT FUG-
GOLEGES SIKLAP MENTEN

Tekintsiink egy porozus kiozegbe helyezett fliggSleges siklapot (77 ). Vizsgaljuk a Too
hémérsékleti folyadékkal telitett porozus kozegbe helyezett fiiggbleges siklap mentén ki-
alakulo szabad konvektiv dramlast. A mozgési és termikus hatarrétegeket vizsgaljuk a
siklap mentén. Az T a siklappal parhuzamos, az § pedig az arra meréleges dimenzidval
rendelkezs koordinata. Az Z és y iranyoknak megfelel§ sebességkordinatékat az a(z,y) és
o(Z, ) jeloli.

A szakirodalom alapjan a hatarréteg egyenletek felirasakor az alabbi feltételeket tessziik
[45], [62]:

(i) A konvektiv folyadék és a porozus kozeg termodinamikai egyensiulyban van;

(ii) a folyadék hémérséklete forraspont alatti;

(iii) a konvektiv aramlast a kozeg két hatéara kozotti strtség kiilonbség indukalja;

(iv) a folyadék viszkozitasa, h6vezetése, illetve a porozus kozeg atereszts képessége allando.

Ha az aramlés allandosult és a folyadék stirtisége konstans, akkor a kdzeg Gsszenyom-
hatatlansédgat az alabbi folytonosségi egyenlettel irjuk fol:
ou  0v

% + 8_?] =0. (2'31)

11
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2.4. abra. Az aramlas fizikai modellje

Porozus kézegben torténs aramlés esetén a Naviere-Stokes-egyenletet a Darcy-térvénnyel
helyettesitjiik. Allando strtséget feltételeziink a kozegben, kivéve a siklap mentén. A fiig-
g6leges siklap és a porozus kozeg kozotti kis hdmérséklet valtozas esetén a folyadék stirtisége
a felhajtoerd, a tehetetlenség illetve a viszkozitas figyelembevételével a Boussinesg-féle ko-
zelitést alkalmazva adhat6é meg:

p= pocll = Bi(T — Too)] (2.32)

ahol p a folyadék stirtisége, T' a folyadék hémérséklete, poo jeloli a kdrnyezd folyadék stirti-
ségét, melynek hdmérséklete To, és f1 a hétagulasi egyiitthatoja.

Amikor a siklap és a kérnyezs folyadék kozott viszonylag nagy a h6mérséklet kiilonbség,
akkor a striiség leirdsara nemlinearis kozelitést szoktak alkalmazni (see [22], [62], [63]:

p= poo[]- - 62(T - Too)2]7 (233)

itt B2 a masodfoku kozelités hotagulasi egyiitthatoja. Az (2.32) és (2.33) linearis és kvad-
ratikus hémérséklet valtozassal jellemzett stirtiségi egyenletekhez a Darcy torvény alapjan
[63] az alabbi mozgas egyenlet jarul:

K
a= Iy (2.34)
v
ahol g a gravitaciés gyorsulas, K a pordzus kozeg atereszts képessége, v jeloli a kinemati-
kus viszkozitast, toviabba a 0 = 1 esethez a linearis hémérséklet fiiggés tartozik az (2.32)
egyenlettel, mig a § = 2 a kvadratikus kozelités esete az (2.33) egyenlettel.

Az energiamegmaradéast az alabbi egyenlettel fejezziik ki:

oT oT 02T
u— v— = m—7 2.
U— + v 7 « 2 (2.35)

12
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itt a,, a folyadékkal telitett porozus kozeg hémérséklet-vezetési egyiitthatoja.
Dimenziomentesités utan az alabbi csatolt parcialis differencialegyenlet-rendszer perem-
érték feladatat vizsgaljuk:

Ou Ov
42— 2.
5 oy = (2.36)
u=6°, (2.37)
90 00 9%
- = = 2.38
hrr + Uay oy?’ (2.38)
A peremfeltételek a siklap mentén (y = 0)
v (z,0) =0, (2.39)
1/2 0
A@)(T, — Too)0(,0) — B(@)(T, — Too) 22 (3_) —C(),  (240)
L dy y=0
ahol A, B, C az x fiiggvényei.
A feliilettsl tavol (y — o0)
O(z,y) — 0. (2.41)

Alkalmasan megvélasztott hasonloségi transzformacioval visszavezetjiik a feladatot ko-
zonséges differencidlegyenlet-rendszerek peremérték feladatara.
Lineéaris hémérséklet-stirtiség Osszefiiggés esetén a megoldando peremérték feladat:

f=h (2.42)
W' = (1+2n) f'h+ (L+n)fh =0 (2.43)
F0)=0, (1—eh(0)—eh'(0)=1, h(n) — 0. (2.44)

Masodrendd hémérséklet-stirtiség fliggés esetén:

13
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' =h? (2.45)
h" — ! +22mf’h +(1+m)fh' =0 (2.46)
F0)=0, (1—eh(0)—eh(0)=1, h(n) — 0. (2.47)

A feladatokhoz numerikus kozelité megoldasokat allitottunk el6 MAPLE 12 szoftver
felhasznalasaval. A kozelité megoldasokat a dsolve beépitett peremérték feladat megoldo
alkalmazaséaval hataroztuk meg. Szamitasaim eredményeit a IV. tézisben foglaltam Gssze.

2.4.1. IV. TEz1is

A folyadékkal telitett porozus kézegben elhelyezett fiiggSleges siklap mentén
kialakul6 hatarréteg dramlas matematikai modelljéhez megadtam a hasonlosa-
gi megoldasokat linearis és masodfoku stirtiség-hémérséklet Gsszefiiggés esetén
numerikusan és specialis esetben analitikusan. A numerikus megoldasok el5al-
litasa utan megallapitottam, hogy mindharom esetben (¢ =0, ¢ =1 és ¢ — o)
az n és m hatvanykitev6k névelése a hatarrétegben a sebesség és hémérséklet
értékek csokkenését eredményezi.

Tézishez tartozo publikacioim: [S5], [S6], [S16], [S17], [S18], [S20]
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3. OSSZEFOGLALAS

3.1. OSSZEFOGLALAS ES TERVEZETT KUTATASI IRANYOK

Az értekezésben négy, a miszaki gyakorlatban el6forduld peremértékfeladat numerikus
és analitikus megoldasanak meghatarozasat mutattam be, amelyek matematikai modelljei
newtoni és nem-newtoni folyadékok siklap menti hatarréteg aramlasat irjak le.

Els6ként o d6lésszogii szallitoszalagon 6mlesztett anyag szallitasa soran kialakuld hatar-
réteg aramlast vizsgaltunk. Az 6mlesztett anyagot nem-newtoni folyadékként modelleztiik,
a jelenségre folyadékaramlési feladatot irtunk fol. Kovetkezd fejezetben a hegesztés illet-
ve forrasztas soran megfigyelheté un. Marangoni-hatas leirasaval foglalkoztunk. A feliileti
fesziiltség altal indukalt aramlast parcialis differencialegyenlet-rendszerrel adjuk meg, mely-
nek meghataroztuk egy exponencialis sor alakt megoldéasat. Harmadikként f6lidk és lemez-
tablak gyartasanal el6forduld mozgo, ateresztd siklap mentén kialakulé konvektiv hatérré-
teg aramlast tanulmanyoztunk. A folyamatot leiré parcialis differencidlegyenlet-rendszer
peremérték feladatat vizsgaltuk. Veégiil folyadékkal telitett porozus kozegbe helyezett fiig-
gbleges siklap mentén kialakulé hatarréteg aramlas matematikai leirasat adtuk meg. Ez
a modell a miszaki gyakorlatban hécserélgk illetve energiahatékony épiiletek tervezésénél
hasznalhato.

Az értekezésben nem-newtoni és newtoni folyadékok aramlésat leiré parcialis differen-
cidlegyenlet-rendszerek peremérték feladatait vizsgaltuk. A vizsgalatok soran hasonlosagi
valtozot és hasonlosagi fliggvényeket vezettiink be. A hasonlésagi modszer alkalmazaséaval
a parcialis differencidlegyenlet-rendszereket visszavezettiik k6zonséges differencialegyenlet-
rendszerekre, amelyek megoldasait vizsgaltuk, illetve a feladatokban szerepl$ paraméterek-
nek a megoldasokra gyakorolt hatasat. A numerikus megoldasokat MAPLE 12 programban
készitettiik el, néhany programkodot a mellékletekben ismertetiink.

Jovebeli kutatasi irdnyok kozott elsédleges az elméleti eredmények gyakorlati alkalma-
zésa lehet. Konkrét fizikai jelenségek, kisérleti mérések elvégzése a matematikai modellek
megoldasainak validalasara. Illetve olyan ipari feladatok feltérképezése, ahol az alap mo-
dellek alkalmazhatoak és tovabbfejleszthetSek gyartasi, fejlesztési vagy akar optimalizélasi
eljarasok soran.
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4. SUMMARY

4.1. SUMMARY AND FUTURE RESEARCH DIRECTIONS

In this PhD dissertation I presented the numerical and the analytical solutions to four
boundary values problems, which occur in every day technical practices. The considered
mathematical models describe boundary layer flows of Newtonian and non-Newtonian fluids
along flat plate.

Firstly the boundary layer flow was investigated in bulk materials during the transpor-
tation on the conveyor belt, which has an « angle of inclination. The bulk material was
modelled as non-Newtonian fluid and we examined this fluid flow phenomenon. In the next
section, the so-called Marangoni effect was described, which occurs during welding or sold-
ering processes. This flow was induced by surface tension and was described by a system
of partial differential equations. The solution of the system was determined in the form of
power series. After that a convective boundary layer flow model was studied, which occurs
in the manufacturing processes of films and sheets produced over a moving and permeable
flat plate. We investigated the boundary value problem of the system of partial differential
equations. Finally, we considered the boundary layer flow along a vertical flat plate in fluid
saturated porous medium. This model can be used in the technical practice to design heat
exchange and energy efficient building elements.

In the dissertation, the flows of non-Newtonian and Newtonian fluids were described by
boundary value problems of a system of partial differential equations. Similarity variables
and similarity functions were introduced in order to reduce the system of partial differential
equations to a system of ordinary differential equations. We have solved these boundary
value problems by using the symbolic algebra software Maple 12. Some program codes are
presented in the appendix.

In my future research I would like to apply the obtained theoretical results in to prac-
tice. Specific physical phenomena and experimental measurements will be performed to
validate the solutions of the mathematical models. In addition, I intend to find out how
my models can be applied in industrial applications ad then how they can be improved for
manufacturing, development and optimization.

4.2. THESES

I. THESIS

I have determined the velocity profiles in the bulk materials modelled as non-
Newtonian fluid, during steady transportation on the conveyor belt with an o
angle inclination. Based on the numerical calculations, I found that increasing
the exponent n, the concentration ¢ and the material characteristic parameter
v leads to a decrease in the value of the velocity in the layer above the moving
surface, while this value increases if the angle of inclination a increases.

My publications concerning this thesis: [S1], [S3], [S10], [S1]]
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4. SUMMARY

II. THESIS

I have calculated the solution of surface tension induced flow the so-called Ma-
rangoni effect of the Newtonian fluid in a power series form. I gave a method
to determine the coefficients of the power series. Based on numerical calcu-
lations, I observed that the values of velocity decrease in the boundary layer
as the power exponent m increases, moreover the boundary layer thickness
increases as m or the Prandtl number Pr increases. For low Prandtl numbers
(Pr < 2,5), the values of the temperature decrease as Pr increases and for high
Prandtl numbers (Pr > 2,5), the influence of Pr is opposite.

My publications concerning this thesis: [S4], [S7], [S8], [S9]

IT1I. THESIS

I have determined the similarity solutions to the mathematical model of the
boundary layer flows over a moving permeable flat plate numerically. Based
on the numerical calculations, I found that the increase of the power exponent
n leads to a decrease in the value of the velocity in boundary layer. Moreo-
ver, increasing exponent n, Prandtl number Pr, permeability f, and velocity
ratio )\ leads to a decrease in the temperature in the thermal boundary layer
and the value of the boundary layer thickness. The plate surface temperature
increases as the heat transfer parameter a increases and the thermal boundary
layer thickness does not change.

My publications concerning this thesis: [S2], [S12], [S13], [S14], [S15], [S20]

IV. THESIS

I have calculated the similarity solutions to the boundary layer flow along a ver-
tical flat plate placed in fluid saturated porous medium in linear and quadratic
density-temperature variation cases numerically and in one case analytically.
Based on the numerical calculations, I found that in all three cases ( ¢ = 0,
e =1 and £ — o) the increase of the power exponent n or m leads to a decrease
in the values of the velocity and the temperature in the boundary layer.

My publications concerning this thesis: [S5], [S6], [S16], [S17], [S18], [S20]
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